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Equazioni alle differenze finite. — Opportunits di presentare le
equazioni alle differenze finite anche nella forma di equazioni alle pre-
derivate. Il caso lincare ¢ a coefficients costanti ®. Nota di CORRADO
SCARAVELLI, presentata @” dal Socio G. SANSONE.

SUMMARY. — In this paper I emphasize the expediency of puting finite difference equations
also in the form of prederivative equations. Here I study only the linear ordinary prederi-
vative equations with constant coefficients: for them I show two methods of solution.

I. — INTRODUZIONE

1.1. — Tenendo presente il concetto di prederivata O, & naturale chia-
mare equazione alle prederivate (ordinarie) una equazione alle differenze del
tipo

sh 2;h HA
(I) F<x’%<x>»”(l )(x),u( )(x),---,u(” )<x>>:0;
dove F(x,%,#4,%, --,¢,) ¢ una data funzione di 7 -+ 2 variabili indipen-
denti.

Ritengo sia opportuno, in generale, porre le equazioni alle differenze
anche nella forma (1) per accentuare I’analogia di scrittura fra equazioni alle
differenze ed equazioni differenziali: cid, allo scopo di accrescere i collegamenti
fra i due tipi di equazioni, ed agevolare eventualmente (come intendo mo-
strare in un prossimo lavoro) la risoluzione delle equazioni differenziali stesse.

1.2. - In questa Nota mi propongo di risolvere le equazioni alle prede-
rivate ord1nar1e (con un passo prefissato %) d’ordine finito, lineari e a coeffi-
cienti costanti nel senso del Calcolo alle differenze finite [precisamente a coeffi-
cienti periodici di periodo %4, o costanti per 'incremento /4 @7, ossia le equazioni
della forma

@) By d"E) A+ AT A by AP B w(x) = f(),

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nelP’ambito del Gruppo Nazionale per
I'Analisi Funzionale e le sue Applicazioni.

(**) Nella seduta del 16 giugno 1972.

(1) La prederivata (ordinaria, rispetto ad x e col passo k) di una funzione u (x) & data
da (cfr. [2]) {#(x+ %) — u(x)}/A. Indicando brevemente tale rapporto con #H P (1), oppure
D,., #(x) (dove D, .5 & 1l prederivatore rispetto ad x e col passo h), sara:

m

w0 () = D;n;;; w(x) = h~ " E; (—1)° (?) u(x+ (m— s)h) (m=0,1,2,--).

0

(2) Cfr. ([3], T e II).
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dove: x ¢ la variabile indipendente (che suppongo reale); 2 & un « passo »
assegnato (reale) non nullo; #(x) & la funzione incognita; f(x) & una data
funzione (reale o complessa) univoca, definita in"modo qualsiasi su un inter-
vallo vy <x<x, ®; p, = p (x;%) (r=o0,1,2, --,7) sono date costanti
per l'incremento 4. ‘

Indico qui due metodi per risolvere la (2):

Metodo 1° (analogo a quello usuale per le equazioni differenziali lineari
a coefficienti. costanti). Risolvo I’equazione omogenea corrispondente a (2),
facendo ricorso alla relativa equazione (algebrica) caratteristica, che suppongo
di sapere effettivamente risolvere (v. § 2). Tralascio perd la determinazione
di una soluzione particolare di (2) perche essa s’ottiene in modo naturale col
metodo seguente (senza far intervenire la soluzione dell’equazione omogenea).

Metodo 2° Pongo dapprima I’equazione (2) nella forma (cfr. [3],
parte II)

(3) dy w(x+nh)+ad, wlx+n—0h)+- - +a,.1 wlx+h)+a, ‘ w(x) =f(x),

per la quale ho gia indicato (v. [3], parte II) la soluzione generale in forma
razionale. Sostituisco poi, in tale soluzione generale,' ai coefficienti 4, le corri-
spondenti espressioni mediante i b, [v. la formula (10) seguente], ottenendo
cosi (in forma razionale) la soluzione generale di (2) (v. § 3).
Ne segue che per risolvere l'equazione (2) & preferibile il Metodo 2°.
Termino con un semplice esempio (v. § 3, n. 3.4).

2. — RISQLUZIONE DELL’EQUAZIONE OMOGENEA CORRISPONDENTE A (2),
RICORRENDO ALL’EQUAZIONE CARATTERISTICA

Considero l’equazione omogenea, corrispondente a (2),
@y By #P@HE AT@ At h @ AE, w@) =0,

dove ora suppongo che 'ordine di (2), sia effettivamente 7, cio¢ risulti 3 &= 0;
anzi, per semplicitd, suppongo sia sempre ;== o.

Si vede facilmente che: «Se (e solo se) & & una radice dell’equazione
caratteristica di (2):

(4) j"o tn+ﬁ1ytn_1+"’+ﬁn—l z‘—]—},,:o

(e allora & sara, come i coefficienti $,, una costante per l'incremento %),

\

la funzione #(x) = (14 &4 & soluzione della (2)o». Infatti, avendosi

DLa(1t +amy" =& (14 an)™ (r=o0,1,2,--),

(3) Cfr. ([3], I e ID).
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il primo membro di (2), calcolato per la funzione u(x) = (14 54" da
(By @45, &7 B G ) (IR,

prodotto nullo se (e solo se) & nullo il primo fattore, cioé se & ¢ una radice
di (4).

Anche qui (come per le equazioni differenziali ordinarie, lineari, omogenee
e a coefficienti costanti) conviene distinguere due casi:

Caso 19 L’equazione caratteristica (4) ha le radici &, &g, - -, &, (co-
stanti per 'incremento /%) tutte semplici. Allora la soluzione generale di (2),
¢ data da

() wx) =& (F+aA"+e (a2, (&A™,

con & ,&y, -+, ¢, arbitrarie costanti per 'incremento #.
Caso 2° L’equazione caratteristica (4) ha le radici &, &y, -+, & non
tutte semplici: gli ordini di molteplicita rispettivi siano 7y,7g,: - 7,

(r1+ry+---+r,=mn). Allora la soluzione generale di (2)o & data da una
combinazione lineare (a coefficienti arbitrari e costanti per l'incremento /%)
delle 7 soluzioni particolari:

(6) e, m=o,1,2,-1,7,

—1; p=1,2, ) @,

Osservazione. Quando i coefficienti p, sono tutti reali, I’equazione .carat-
teristica (4) puo avere anche delle radici complesse (a coppie coniugate). Allora,
fra le soluzioni particolari figuranti nel secondo membro di (5) e nella (6)
vi sono soluzioni a valori complessi: a queste si possono sostituire soluzioni
a valori reali, che permettono di scrivere ancora la soluzione generale di (2),
in forma reale. Infatti, se & = a6, & =a—ib (con &,b reali) sono due
radici complesse coniugate, di (4), multiple d’ordine 7, alle soluzioni parti-
colari a valori complessi

) O (4-amy™, M pan™,  (m=o,1,2,- -, 7—1),

basta sostituire le soluzioni particolari a valori reali

mih ~ TN s mih ~ I\%[% <
(8) x (1+ak)™ cos,;Yx, x (1+4aky™ sen,z¥x,
(m=o,1,2,-- ;17‘_1)’
(4) Con x™* indico la potenza, della x, di esponente m e di passo h; potenza cosi

definita (cfr. [2]):

2= A =y (x—h) (x—2h) - (x—(m— 1)) m=1,2,3,+).
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dove si ¢ posto:
¥ =04/(+ak);  cos,x = {(1+ikf" + (1 —ihy"})2,
sen, x = {(1+ )™ — (1 — i)™ }|(214)

essendo cos, x, sen; x le naturali estensioni delle funzioni circolari cos , sen x
nel Calcolo alle differenze finite ®),

3. — RISOLUZIONE GENERALE, IN MODO RAZIONALE, DELL’EQUAZIONE
NON OMOGENEA (2)

3.1. — Nell’equazione non omogenea (2) suppongo, per sempliciti, Do
mai nulla, 2> o0 ®; inoltre, relativamente all’intervallo (%o - -+ 2y —) in cui
¢ definita la f(x), ¢ necessario che sia x;—xy>nk (cfr. [3], parte II).

Essendo x € (xg - - - #; —), la parte intera del rapporto (x — x0)/% & qui
indicata (come in [3], parte I, § 2) con il simbolo

v = V(x_.xo)/}, .
Ne segue, cambiando x in x-+ %, la proprieta

Vot -k = Va—zlh + 1 .

3.2. — Trasformo I'equazione (2) nell’equazione (3). A tale SCOpPO 0SServo
dapprima che ¢ [cfr. loc. cit. in @]

" ) = i‘(—ly (”:) wu(x—-(m— ) k) (m=o0,1,2,-).

La (2) si pud scrivere, allora,

N5 7 B (1) w9 = £,

(5) Per passare dalle (7) alle (8) basta notare che, se le (7) sono soluzioni particolari
di (2)y, -saranno anche soluzioni

(%) L+ aAE L (1 4wy (m=0,1,2, -, 7r—1).
Ma ¢

(1 @A™ £ (14 @R = (1 4 @) + BT - (1 + ak) — ibhyh =
_ b . b\ B
= (1 + GA) %(I—Fz—mﬁl—) i(l Z———I+&'ﬁ) |

Onde (ricordando le definizioni di éos}t %, sen, z, e lespressione di ¥) dalle () si ottengono
proprio -le soluzioni particolari reali (8).
(6) Per 2 < o si procede analogamente.



[523] CORRADO SCARAVELLI, Opportunita di presentare le equazioni, ecc. 865

od anche, ponendo » 4 s =y,
n‘ n“ p—7r n—r ~ r—n
20 (DT0) BH T wlet— i) = £,
0 r W 7

onde, scambiando le sommatorie, si ottiene:

© BB () 5w

0 0 =7

0t (n— k) = f(x),

che ¢ proprio I’equazione (2) ricondotta alla forma (3). Ne segue che fra i
coefficienti $, della equazione (2) e i coefficienti &, della equivalente equazione
(3) si ha il legame:

~ “«‘ w7 n—r ~ y—n
<IO) au':%r(—l) (V""_r) pr A <“=O)I’2)""n)-

Quindi (usando la terminologia introdotta in [3], I e II) posso dire che: /a
soluzione gemerale elementare di (2) si ottieme dalla solusione gemerale elemen-
tare della corrispondente (3) sostituendo ai coefficienti a, le lovo espressioni date
da (10).

Precisamente, si ha (cfr. [3], parte II):

e = 4 Tuez)
.
<I I) A, = 20.'7 20.471 e ;fn_L(_I) : <r1>' ’ '(7 ) a’“”’1""”’;1—1 €—0)

n—1
con
- = o =Ty 1 Tp—1) ) 1
Liriroiryg = (al 4, 4 ) 0o
§=0,1,2, ,V; c=r—4+r 4+ " + 71,
~=5#Z=g_1=0’ 5021’ €1=€2=--':O (7),

Sostituendo gli &, con le loro espressioni (10), concludo: La soluzione generale
elementare di (2) é data da

(12) w(x) =5 (x; h) + A3 b,
dove:

S o, x € (xg- - - (xo-+nh)—)
(13) S(x; b)) =1 v=n

| ZA, fa—(tn,  ze@tmhxm—)

¢ la soluzione elementare dellequazione (2);

n

(14) Qc(x;;z)z}l_‘m &, Ay_mit, % €(xy -+ o0)

(con &,, arbitrarie costanti per I'incremento h).é la soluzione genérale elementare
dell’ equaszione omogenea corrispondente a (2).

(7) Cfr. annotazione ® di [3], parte IIL.
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3.3. — IL CASO PARTICOLARE 7 = 2.

Per n = 2 le (2), (3), (9) diventano, rispettivamente,

@ By WA B A@) -y ) =S,
(3)' ay w(x—+2h)+a u(x-+rh)+a, u(x) =f(x),
, ﬁo ?;o 151 AZO 7;1 < \
©) e ”(7‘“}‘2@“(2 h2_7) u<x+}z)+(/z_2_—/z— +P2> u(x) = f(x).
La (9)' ¢ la stessa (3)' in quanto si ha
‘ / ~ }0 ~ 2--;0 -;1 ~ 50 .Z;l e
(10) ‘20:?» alz_}lg ‘|‘7, az:?m7+p2'

Peftanto, la soluzione genzrale elementare di (2)' ¢ data dalla soluzione generale
elementare di (9)'. Precisamente, ricordando che ¢ [cfr. n. (3.1)] v = vp_ . =
= {parte intera di (x —=x()/%}, e che ora risulta

, - K B , 7 Zl 250 2r—s /50 Zl - ):—7(;0 )7-{—1
(a0t A= (—> (7‘72‘) e ) S )

abbiamo:

La soluzions gencrale elementave di (2)' ¢ data da

(12)’ u(x)=3(x,h) +Ux; 4,
dove::

' o, xG(xO-'-<x0+2/1)—)
(13)’ S k)= v=2

( Z‘_‘:AS Flx—(+2)4), x€(xg+ 24 x1—)

¢ la soluzione elementare di (2)';
(14)' W(x;h) =) A+ &y Ayg, ¥ €(xy -+ 00)
(con &1 , Bz arbitrarie costanti per 'incremento k) é la soluzione generale elemen-

tare dell’equazione omogenea corrispondente a (2).

3.4. — UN ESEMPIO SEMPLICE.

Si abbia da risolvere I’equazione alle prederivate
(15) u®Px) = f(x) (x>0, h>o0)

La (11)" ci da ora
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come segue dall’osservare che risulta

(— 2 By () =t

0

La soluzione elementare &(x ;%) & allora, per la (13),

o, x€( ---2h—)

F(x; k) =

v—2

g s Z:<S+I) fx—(s+2)4), V=V, X€(2h----+o0).
0
Dalla (14) si ha poi

U(x;h) =6; (v+1) B4 &g v A2, V=vVe, X€(0--- -} 00),

che ¢ la soluzione generale elementare dell’equazione omogenea corrispon-
dente a (15).
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