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CORRADO S c a r a  VELLI, Opportunità di presentare le equazioni, ecc[519] §61

Equazioni alle differenze finite. — Opportunità di presentare le 
equazioni alle differenze fin ite anche nella form a di equazioni alle pre- 
derwate. I l  caso lineare e a coefficienti costanti Nota di C o r r a d o  

S c Ar a v e l l i , presentata (*9 dal Socio G. S a n s o n e .

SUMMARY. — In this paper I emphasize the expediency of puting finite difference equations 
also in the form of prederivative equations. Here I study only the linear ordinary prederi­
vative equations with constant coefficients: for them I show two methods of solution.

I. -  I n t r o d u z io n e

1.1. -  Tenendo presente il concetto di prederivata è naturale chia­
m are equazione alle prederivate (<ordinarie) una equazione alle differenze del 
tipo

(1) F  f i  , u f i )  , i f f 'h)f i )  , iff''h\ x ) , - . . , i f f ' ' h\x ) )  =  o ,

dove F f i  , to , h  , t2 ,■ ■ ■, t„) è una data  funzione di n 4- 2 variabili indipen- 
denti.

Ritengo sia opportuno, in generale, porre le equazioni alle differenze 
anche nella, forma (i)  per accentuare l ’analogia di scrittura fra equazioni alle 
differenze ed equazioni differenziali: ciò, allo scopo di accrescere i collegamenti 
fra i due tipi di equazioni, ed agevolare eventualm ente (come intendo m o­
strare in un prossimo lavoro) la risoluzione delle equazioni differenziali stesse.

1.2. -  In  questa N ota mi propongo di risolvere le equazioni alle prede­
rivate  ordinarie (con un passo prefissato ti) d ’ordine finito, lineari e a coeffi­
cienti costanti nel senso del Calcolo alle differenze finite [precisam ente a coeffi­
cienti periodici di periodo h , o costanti per l’increm ento h <2>], ossia le equazioni 
della forma

(2) P0 ^ ,A)( ^ ) + A  ^ * 1 ,h)( x ) + ' - -  +  P n-l u(l,Â)(x)+ P n U ( x ) = f ( x ) ,

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 
l’Analisi Funzionale e le sue Applicazioni.

(**) Nella seduta del 16 giugno 1972.
(1) La prederivata (ordinaria, rispetto ad x  e col passo h) di'una funzione u (x) è data

da (cfr. [2]) { u{x-\-h) —  u{x)}jh.  Indicando brevemente tale rapporto con (x), oppure
Dx;h u (z ) (dove Dx;h è il prederivatore rispetto ad x  e col passo h), sarà:

m t \

u ^ h\x)  =  D -*  ufi) =  r ” 2 , ( - i r  ( 7 )

(2) Cfr. ([3], I e II).

u{ xJr {m-— s) h) (m — o , 1 , 2 ,• • • ).
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dove: x  è la variabile indipendente (che suppongo realè)\ h è un « passo » 
assegnato (reale) non nullo; u (x )  è la funzione incognita; f i x )  è una data 
funzione (reale o complessa) univoca, definita in modo qualsiasi su un in ter­
vallo x 0 <  x <  x t ; p r =  p r(x  \ h) (?" “  o , 1, 2 , • • •, ?z) sono date costanti 
per l ’increm ento h.

Indico qui due m etodi per risolvere la (2):

M e t o d o  i° (analogo a quello usuale per le equazioni differenziali lineari 
a coefficienti costanti). Risolvo l ’equazione omogenea corrispondente a (2), 
facendo ricorso alla relativa equazione (algebrica) caratteristica, che suppongo 
di sapere effettivam ente risolvere (v. § 2). Tralascio però la determ inazione 
di una soluzione particolare di (2) perchè essa s’ottiene in modo naturale col 
m etodo seguente (senza far intervenire la soluzione dell’equazione omogenea).

M e t o d o  20. Pongo dapprim a l ’equazione (2) nella form a (cfr. [3], 
parte  II)

(3) ä0 u ( x Jr n /i)+ ä l u ( x + ( n — i)h)'+ - • • + ^ » - i ' u(x+ A )+ a„  u ( x ) ~ f ( x ) }

per la quale ho già indicato (v. [3], parte II) la soluzione generale in forma 
razionale. Sostituisco poi, in tale soluzione generale, ai coefficienti är le corri­
spondenti espressioni m ediante i p r [v. la form ula (io ) seguente], ottenendo 
così (in form a razionale) la soluzione generale di (2) (v. § 3).

Ne segue che per risolvere l’equazione (2) è preferibile il M etodo 2°.
Term ino con un semplice esempio (v. § 3, n. 3.4).

2. -  R is o l u z io n e  d e l l ’e q u a z io n e  o m o g en ea  c o r r is p o n d e n t e  a (2),
RICORRENDO ALL’EQUAZIONE CARATTERISTICA

Considero l ’equazione omogenea, corrispondente a (2),

(2)0 h  u(n~v'A)(x) +  ■ ■ ■ +  p n_ 1 u(U*Xx). +  p n u (x ) =  o ,

dove ora suppongo che l ’ordine di (2)0 sia effettivam ente n, cioè risulti p 0 ^  o; 
anzi* per semplicità, suppongo sia sempre p Q =j= o.

Si vede facilm ente che: « Se (e solo se) oc è una radice dell’equazione 
caratteristica di (2)0:

(4) p Q t n-\~ p ± tn 1 +  • • • + p n- i  t  +  p n ■= o

(e allora oc sarà, come i coefficienti p r , una costante per l ’increm ento  Ji)y 
la funzione u (x) =  ( 1 +  &h)x,h è soluzione della (2)0 ». Infatti, avendosi

D£;̂ (i +  U ) x,h =  ocr (1 +  <xA)xlh (r — o , 1, 2 , '•••) , 3

(3) Cfr. ([3], I e II).
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il prim o m em bro di (2)0 calcolato per la funzione u (x )  ■= (1 +  dà

(Po ^ n j r p 1 a? * + • • • + p n- i  & +  pn)  (1 Jr ^ h ) xìh,

prodotto nullo se (e solo se) è nullo il prim o fattore, cioè se oc è una radice 

dÌ (4)*Anche qui (come per le equazioni differenziali ordinarie, lineari, omogenee 
e a coefficienti costanti) conviene distinguere due casi:

C a s o  i°. L ’equazione caratteristica (4) ha le radici Sq, a 2,* • - , oq (co­
stanti per l’increm ento h) tu tte  semplici. Allora la soluzione generale di (2)0 
è data  da

(5) ti(x) =  cx (1 + a xÄ) et ( l +  a 2A)x/A-f- ••• +  £„. (1 +  ocn/i)x‘h , 

con cv , e2 , • • •, cn arb itrarie costanti per l’increm ento h.

C a s o  2°. L ’equazione caratteristica (4) ha le radici oq , a 2 , • • •, oq non 
tu tte  semplici: gli ordini di m olteplicità rispettivi siano , ^2 > ‘ \  Cr
(/q-f- ^2+  * * * Jr rs — n)- A llora la soluzione generale di (2)0 è data  da una 
com binazione lineare (a coefficienti arb itrari e costanti per l’increm ento K) 
delle n soluzioni particolari:

(6) x m'h (1 +  ä.flA)xlh (m '=  o , i , 2 , - • £ / ,  =  I, 2 , • • -,s) <4>.

Osservazione. Q uando i coefficienti p r sono tu tti reali, l ’equazione ca ra t­
teristica (4) può avere anche delle radici complesse (a coppie coniugate). Allora, 
fra le soluzioni particolari figuranti nel secondo m em bro di (5) e nella (6) 
vi sono soluzioni a valori complessi: a queste si possono sostituire soluzioni 
a valori reali, che perm ettono di scrivere ancora la soluzione generale di (2)0 
in form a re^le. Infatti, se oc = ä p -  ibì oc =  ä ~  ib (con ä , b reali) sono due 
radici complesse coniugate, di (4), m ultiple d ’ordine r, alle soluzioni p a rti­
colari a valori complessi

(7) xm’h (i +  oä)*/ä, xm"h (1 -f  &k)xlh, (m =  o,  i , 2 , - • - , r — 1),

basta sostituire le soluzioni particolari a valori reali

/ o \  m; h /  , „ 1 \x \h  ^  m \ h  /  ■ „ j \ x l h  «•*( o) X, (1 p-ah) cosA~ y x , ^  (1 -\-an) sen^~ y x ,

(m =  o,  i , 2 ,- • - , r— 1),

(4) Con x'”''4 indico la potenza, afe//« x, afe esponente m e di passo h \  potenza così 
definita (cfr. [2]): ,

xw:Ä =  .r (.r — — 'ih) • • • (;tr — (m —  l)k) (m = i , 2,3 , • • • ).
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dove si è posto:

y =  g / ( i + ä k ) ;  cosi x =  { ( i + i k ' f !A +  ( i — ik)xll}l2,

s e n ,* =  {(I +  i h f h— (I  —  iX f* } l( 2 0  ,

essendo cos, x, sen, * le natu rali estensioni delle funzioni circolari cos *, sen.* 
nel Calcolo alle differenze finite

3. -  R is o l u z io n e  g e n e r a l e , in  modo  r a z io n a l e , d e l l ’e q u a z io n e

NON OMOGENEA (2)

3.1. -  N ell’equazione non omogenea (2) suppongo, per semplicità, p 0 

mai nulla, h >  o ; inoltre, relativam ente aH’intervallo (x0 • • • x t — ) in cui 
è definita la f ( x ) ,  è necessario che s ia ■ x 1 — x 0> n h  (cfr. [3], parte  II).

Essendo x  e (x0 • • • x x -—), la parte  intera del rapporto  (x  — Xo)/k' è qui 
indicata (come in [3], parte  I, § 2) con il simbolo

V =  V ( x - x J I *  •

Ne segue, cam biando x  in x + k ,  la proprietà

^ ( x + k —x^/h V(x—x0)/h T  I •

3-2* -  Trasform o l ’equazione (2) nell’equazione (3). A  tale scopo osservo 
dapprim a che è [cfr. loc. cit. in (1)]

m , \

^ m,K)(x) =  h m —'0*  ( r ) u ( x + ( m  — s)h) (m =  o , i .

L a (2) si può scrivere, allora,

n n —r l \

^ùrP r hr ” — 0* ( J ) u ( x + ( n — r  —  s)tì) = / ( * )  ,0 0 \ ò I

(5) Per passare dalle (7) alle (8) basta notare che, se le (7) sono soluzioni particolari 
di (2)q , saranno anche soluzioni

x m'h {(1 +  aìù)xìh ±  (1 +  uh)xlh}l2 ,(m =  o , 1 , 2 ,• • • , r  ■—  1).
\xlh \ xjh(*y

Ma è

( I  +  à h f A ±  ( I  +  M ) xlh =  ( ( i  +  äh) +  fbh)x>h ±  ( ( I  +  äh) —  ibh)xìh =
\ x / h

Onde (ricordando le definizioni di cos^;r, sen^jr, e l’espressione di y) dalle (*) si ottengono 
proprio le soluzioni particolari reali (8).

(6) Per h <  o si procede analogamente.
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od anche, ponendo r  ~f s =  p.,

n n /n — r \
Ç r  O 1* " " - ((X — r )  P r  h ^ n » ( * + ( »  —  j* ) A )  = / ( * ) ,

onde, scam biando le som m atorie, si ottiene:

(9)
n / [i.

2 ,  £ , ( -  o '0 ( 0 "l — r )  Pr hr n \ < * + ( »  — {*)-&) = / ( * ) »

che è proprio l ’equazione (2) ricondotta alla forma (3). Ne segue che fra i 
coefficienti p r della equazione (2) e i coefficienti är della equivalente equazione 
(3) si ha il legame:

O ;  * i * = £ r ( —  l f ~ T ( l - l )  h  hr~" ({i =  0 , 1 ,2 ,

Q uindi (usando la term inologia in trodotta in [3], l e II) posso dire che: la 
soluzione generale elementare d i  (2) si ottiene dalla soluzione generale elemen­
tare della corrispondente (3) sostituendo ai coefficienti ä le loro espressioni date 
da (io).

Precisam ente, si ha (cfr. [3], parte  II):

con
~ rn — 2 rn — 1 _a , an — 1

Tn—1\ / S + 1

'» ì / ao ’

s =  o , I , 2 , • • •, V ; a =  r  +  rx +  ■ ■ ■ -{- r„_x ,

• • • =  s_2 =  £- i  =  0 > So =  1 > ei =  e2 = . • • •  =  o <7>.

Sostituendo gli ä^ con le loro espressioni (io), concludo: L a  soluzione generale 
elementare d i  (2) è data da

(12) u(x) — 'è (x ; K) +  (x ; h) ,

dove\
( o ,  x  e ( x 0- ■ -(x0 -\-nh) —)

(13; '®(x ;A ) =  1 V-» ■ .
/ f ( x —  (n +  s)h) , x ^ i x ^  +  n h - ■ ■ x x—)0

e la soluzione elementare deir equazione (2) ;
n

(h )  6U(x]A)= Av_m+1, x e ( x 0 ■■ ■ + 0 0 )
1

(con cùm arbitrarie costanti per  / ’incremento h) è la soluzione generale elementare 
deir equazione omogenea corrispondente a (2).

(7) Cfr. annotazione di [3], parte II.
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3.3. -  Il  caso  p a r t ic o l a r e  n  =  2.

Per n  =  2 le (2j, (3), (9) diventano, rispettivam ente,

(2) '

( 3)  ' 

(9)'

( i o ) '

Po U?'hXx )+ pT L uiUAXx ) + h  u (x ) = f ( . x )>

ä 0 u ( x - \ - 2 k ) Jr ä 1 u (x - \-k ) - \-ä 2 u (x )  =  f ( x )  ,

A _ u (x -\-  2 Ìl) ■

a 0 —
A

% ~ ^ h )  < x + h ) + { ^ 7 “ + h ) uQ

quanto si ha

2A  . A  

a i ~ ~ l X  +  T ’
h _ h _

h +  Â

Pertanto, A  soluzione generale elementare d i (2)’ data dalla soluzione generale 
elementare d i  (9)'. Precisam ente, ricordando che è [cfr. n. (3.1)] v =  V(X- Xo)/k =  
=  {parte  in tera di (# —  x 0) lh } ,  e che ora risulta

( n ) = S r ( —  0 ’ 
0

A
a

r-j-l

abbiam o:
L a  soluzione generale elementare d i (2)' da

■(12)' u (x) = . & (at ; lì) -j- (x  ; d) ,

dove :

1 ° ’
# G ’ (xq A  2 d) —)

(13)' & (x ] d) — < y—2̂
/ 2 , A , ■ / (*  — ( J + 2)A; ,
l o

x  e (x0 +  2/1 • • • x x —)

è la soluzione elementare d i  ■ (2)';

( h y <51{ ( t ; A )  =  co1 A v+ « 2 A v_! , x  6 (x0 • • • -f- 0 0 )

(con , 6Ì2 arbitrarie costanti per Vincremento d) è la soluzione generale elemen­
tare dell'equazione omogenea corrispondente a (2)'.

3.4. -  UlST ESEMPIO SEMPLICE.

Si abb ia  da risolvere l ’equazione alle prederivate

u {2 ,h)(x) — f(pc) (x > 0  } k  >  o).

■ 2 , ( - o r

(IS)

L a ( n ) '  ci dà ora

0
4r > ossia A s =  (V-j- i )A2,
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come segue dall’osservare che risulta

( - O '  2 ”" C - J  4r =  f + I -

La soluzione elem entare et (x \K) è allora, per la (13)',,.

( O , X E (o • • • 2 h --- )

&(x\k)  =  ( V-2
h 1 * E is ( f  +  0  / (^— (^+2)A), v =  v*/A, a: € (2A- • • +00).

I 0

D alla (14)' si ha poi

^ ( x  \h)  =  co1 ( v +  1) k 2 fi- m 2 v A2 , v — V*//* , ^  e  (o  • • • fi- 0 0 ) ,

che è la soluzione generale elem entare dell’equazione omogenea corrispon­
dente a (15).
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