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Equazioni funzionali. — 7Vidorémes d'existence et dunicité dans
la théorie des équations intégro—fonctionnelles de Volterra. Nota di
GHEORGHE BanTas, presentata @ dal Socio G. SANSONE.

RIASSUNTO. — Sono presentati dei teoremi di esistenza ed unicita in alcuni spazi funzio-
nali per le soluzioni di alcune equazioni integro—funzionali di Volterra.

1. Ce travail contient quelques résultats relatifs & ’existence et I'unicité
des solutions de certaines classes d’équations intégro—fonctionnelles de Volterra
dans les espaces ¢, et /, définis dans ce qui suit. La technique utilisée est
fondé sur la méthode de Massera-Schiffer-Corduneanu ([16], [10]-[13]),
sur le théoréme de point fixe de Banach et sur quelques théorémes de
T-admissibilité (les Propositions 1-6).

Une partie des résultats enoncés dans cette note paraitront, en détail,
dans [3], [4], [s].

Soit R, la demi-axe [a, 00), R’ I'espace Euclideen réel & p dimensions
et @ l'espace vectoriel localement convexe et séparé des fonctions continues
%:R, > R?, avec la topologie générée par la famille dénombrable et suffisante
de semi-normes

12, = sup = @)
a<t<m

ou 7 €N et [[x(#)] est la longuer euclideenne du vecteur x (2).
Soient g et 4 deux fonctions scalaires, continues et strictement positives
sur R,.

Dans I'espace €, nous considérons 'espace de Banach C, des fonctions x,
ayant le rapport || x(#)||/g(#) borné sur R, et dont la norme est définie par
lxl,=sup ([x D l/g @) -

t>a
Dans le méme espace nous considérons, I’espace de Banach L, ([14],
[15]) des fonctions x pour lequel le rapport x (£)/g () posséde une limite finie
a I'infini et dont la norme est celle de C,. La limite d’un élément x € £, sera
notée par z, :

lim (x(?)/g(?) = x, € R?.

Dans I’espace £, nous considérons le sous espace de Banach /, des fonc-
tions x pour lequel z, = o.

La sphere de centre 0 et de rayon p de I'espace 2, (resp. /,) sera notée
par S, (resp. o,).

(*¥) Nella seduta del 16 giugno 1972.
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1 ; . ’ ~ b ’ .
2. Considérons les opérateurs intégraux T:& —C et T : € — @ définis
par les relations:

(T#) () = fK(z,s)x@ ds , (T (;):fK(z,gx(s) ds, (t=a),

olt & > a est un nombre réel et K une matrice carrée d’ordre p, continue sur
Pensemble A = {(#,¢)/a <s <z <oo}.

Nous désignérons par T l'opérateur intégral scalaire généré par || K|.
Ensuite, nous poserons C, =|T,],.

DEFINITION. Une paire d’espaces de Banach B, D CC s'appelle T—admis-
stble sz TB C D ([10]).

HvyPoTHESES. Sur le noyau K nous admettrons soit I’hypothése
(H) T’ (g) € 9, Vb6 >a
soit les hypothéses plus restrictives
(H") K(,s) = k(s), Viaz, )JCR,
(H") T(g) € 4.

Nous noterons par (£e, ): @ — @ l'opérateur défini par I'égalité
¢
(fox)(t)= f,é(s)x(s) ds, (t=>a).

PROPOSITION 1. Sowus l'hypothése (H'), la paire (C,, 1) est T-admissible
st et seulement si (|| k] ®@g)€L1(R,,R) et (Tg)* = (|| 2] @g)*.
Dans ces conditions, (Tx)* = (ke x)* pour chague x€C,.

PROPOSITION 2. a) Dans I'hypothése (H) la paire (2, , L)) est T-admissible
st et seulement si, Tg €L, et TgeC,(R,,R).
b) S7 nous remplagons dans a) I'hypothése (H) par (H') et & par 1, alors

pour chaque x €, on aura:

D (l£]ex) e (R,,R)
i) (T (& @ )1 = [(T)i — (% 8 £)1] % .
PROPOSITION 3. a) Sous l'hypothése (H) la paire (1, , %)) est T—admissible
st et seulement si Tg € C,(R,, R). ‘
b) Si nous remplagons dans a) I'hypothése (H) par (H') et h par 1, alors
pour chaque x €/, on aura:
) (%£llex)€e(R,, R)
i) (Tx)l = (ko).
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PROPOSITION 4. S7 Tg €/, alors la paire (C,,1,) est T—admissible.

PROPOSITION 5. Sous lhypothise (H'") la paire (8, 1,) est T—admissible
si et seulement si Tgel, et Tg€eC,(R,, R).

PROPOSITION 6. Sous lhypothése (H'') la paire (I, ,7,) est T—admissible
st et seulement si Tg €C,(R,, R).

3. Considérons ’équation intégro—fonctionnelle
(E) x= (51 +TS)x

ou &1 et &2 sont deux opérateurs continus sur la sphére S, ou o, et dont les
valeurs appartienent a certains espaces qui seront precisés pour chaque
théoréme qui suit.

Nous allons noter par 7, et 7, des nombres positives et par |, | la norme
de Ciou de C,, quand cette derniére notation ne se préte pas a la confusion.

THEOREME 1. Sodz §1:S1—+91 et §2: 51 —C,. Sous les conditions de la
Proposition 1 nowus supposons que

D |5, 2—Fy|<rlr—yvk Vx,y€S (=1, 2),
i) A=1—7r;—Cy7s >0 et |F o]+ C/|Fs0}), <)p.
Alors I'équation (E) admet une seule solution x € S1. De plus, cette solution sati-
sfait & la relation,
2= (F12)* + (ke Fyx)*.

THEOREME 2. a) Soit §1:S, —<, et §2:S, —%,. Dans les conditions
de la Proposition 2a nous supposons que,

l) |e’t,-x—-a‘7,~y|gri|x-—y|;,, Vx,yES,‘ <Z.=I’2)
i) N=1—r;—C;7, >0 e |F0],+ C,|50], <np.
Alors équation (E) admet une seule solution x€S,.
b) Si nous remplacons dans a) la « Proposition 2a» par la « Proposi-
tion 2 by, alors la solution x € Sy satisfait a la relation,

xy = (3,207 + [(Te)f + (£ 0 £)] (§,x); + (ko §,x)] .

THEOREME 3. a) Soit §,:S, =2, et §5:S,—>/,. Si les conditions de
la Proposition 3 a et les conditions 1) et ii) du Théoréme 2 sont verifides, alors
léquation (E) admet une seule solution x €S,.

b) S7 nous remplagons dans a) la « Proposition 3 a» par la « Proposi-
tion 3 b», alors la solution x €Sy satisfait & la relation,

xf = (§,2)] + (ko TF,x)].
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THEOREME 4. Soit &, :6,->1, et Fy: 0, C,. St les conditions de la Pro-
position 4 et les conditions i) et ii) du Théoréme 2 sont verifides, alors I'équation
(E) admet une seule solution x €a,.

THEOREME 5. Soit §:0, =1, et y:0, —,. Si les conditions de la
Proposition 5 et les conditions 1) et ii) du Théoreme 2 sont verifiées, alors I'équa-
tion (E) admet une seule solution x € g,.

THEOREME 6. Soit §y:06,—>1, et §y: 0,1, Siles conditions de la Pro-
position 6 et les conditions i) et ii) du Théoréme 2 sont verifides, alors I'équation
(E) admet une seule solution x € c,.

REMARQUES. 1) Les théoréemes qui affirment l’existence et 'unicité de
la solution dans ¥, généralisent pour les équations de la forme (E) certains
résultats de [1], [7], [8], [9] et aussi d’autres, comparables & ceux de [6],
(4], [15] et [17].

2) Les théoremes qui affirment I'existence et 'unicité de la solution
dans /, généralisent pour les équations de la forme (E) le théoréme bienconnu
de Poincaré-Liapounoff, concernant la stabilité asymptotique des systémes
d’équations différentielles ordinaires.

3) L’appartenance d’une solution de I’équation (E) & I'espace £, ou /,,
lui confére un certain genre de comportement asymptotique, intéressant les
applications.
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