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Equazioni funzionali. —- Théorèmes dé existence et d ’un icité  dans 
la  théorie des équations intégro-fonctionnelles de Volterra. N ota  di 
G h e o r g h e  B a n t a s , p resen ta ta  (*} dal Socio G. S a n s o n e .

R iassunto. — Sono presentati dei teoremi di esistenza ed unicità in alcuni spazi funzio
nali per le soluzioni di alcune equazioni integro-funzionali di Volterra.

i. Ce travail contient quelques résultats relatifs à l’existence et l’unicité 
des solutions de certaines classes d ’équations intégro-fonctionnelles de V olterra 
dans les espaces 2g et lg définis dans ce qui suit. L a technique utilisée est 
fondé sur la m éthode de M assera-Schäffer—C orduneanu ([16], [10]—[13]), 
sur le théorèm e de point fixe de Banach et sur quelques théorèm es de 
T -adm issib ilité  (ies Propositions 1-6).

U ne partie des résultats énoncés dans cette note paraîtron t, en détail, 
dans [3], [4], [5].

Soit R a .la dem i-axe [a , 00), l’espace Euclideen réel à p  dimensions 
et (£ l ’espace vectoriel localem ent convexe et séparé des fonctions continues 
x : R a Rp, avec la topologie générée par la famille dénom brable et suffisante 
de sem i-norm es

\ X \m =  SUp \\x(d)\\
a < t < m

où m e N et || x  (?) || est la  longuer euclideenne du vecteur x (f).
Soient g  et h deux fonctions scalaires, continues et strictem ent positives 

sur R„.
D ans l’espace S, nous considérons l ’espace de B anach Cg des fonctions x, 

ayan t le rapport \\x\t).\\fg^t) borné sur R a et dont la norm e est définie p a r

\ x \? =  sup (Il *  (?) Il Ig (t)) .
t >  a

D ans le meme espace nous considérons, l’espace de B anach 2g ([14], 
[15]) des fonctions 'x pour lequel le rapport x (t)jg (t) possède une limite finie
a l ’infini et dont la norm e est celle de CL. L a limite d ’un élém ent x  € C sera. , ,  * * g  notee par xg \.

lim (x (t)lg [t)) =  xg e Rp .
t  —>■ OO

D ans l ’espace nous considérons le sous espace de Banach lg des fonc
tions x  pour lequel xg =  o.

L a sphère de centre 0 et de rayon p de l’espace 2  ̂ (resp. lg) sera notée 
par Sj, (resp. Gg).

(*) Nella seduta del 16 giugno 1972.
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2. Considérons les opérateurs intégraux T : G G et T h : G -> G définis 
par les relations:

t b

(Tx) (t) =  j K( t ,  s) x(s)  dj- , (TV) (t) =  ( K (t, s) ar(j) d j , ( t >  a),
a a

où b >  a est un nom bre réel et K  une m atrice carrée d ’ordre p y continue sur 
l’ensemble A =  { ( t , s) [a <  s <  t < oo }.

Nous désignérons par T l’opérateur intégral scalaire généré par || K ||. 
Ensuite, nous poserons CA =  | \h.

DÉFINITION. Une paire d'espaces d e Banach B, D C ®  s'appelle ^ -adm is
sible si TB C D ([io ]).

HYPOTHÈSES. Sur le noyau K nous adm ettrons soit l’hypothèse

(H) M b > a

soit les hypothèses plus restrictives

(H') K( t , s )  Z Z  k(s) ,  V[a ,b]  CR,

(H ") T ( ^ )  e 4  •

Nous noterons par (k * ,  ) : G -> G l ’opérateur défini p ar l ’égalité

t

{k m.x) (t) — k(s) x  (s) di*, (t >  a) .
a

PROPOSITION i. S ous Vhypothèse (H/), la paire (Cg , Ci) est T-admissible 
si et seulement si (|| k || m g) e Ci (R« , R) et (T'g f  — (|'| k || •  g f  .

Dans ces conditions, (T#)* — (k •  x)* pour chaque x £ C g .

P r o p o s i t i o n  2. a) Dans l'hypothèse (H) la paire (2g , %) est T -admissible 
si et seulement si, Tg-€ CÂ et Tg e Ch (Ra , R).

b) .Si nous remplaçons dans a) l'hypothèse (H) par (H 7) et h par 1, alors 
pour chaque x  € C on aura\

i) (Il k II •  *) e Ci (R a , R) 
li) '(Tx)* —  (k •  x)i =  [ ® î - (k •£•)?] x* .

PROPOSITION 3. a) Sous Vhypothèse (H) la paire (lg , CÂ) est T —admissible 
si et seulement si Tg t C/; (R . , R).

b) S i  nous remplaçons dans a) P hypothèse (H) par  (H') et h par  I, alors 
pour chaque x  e lg on aura'.

i) (Il k \ \ »  x) e 2i (R a , R)
ii) (Tx)ï =  (k •  x)* .
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P ro p o s i t io n  4. S i  T* e 4 alors la paire (Cg , lÂ) est T-admissible,

PROPOSITION 5. Sous Vhypothèse (H ") la paire (fig , lf) est T-adm issible 
s i et seulement s i Tg 6 4  et Tg e Ch (Ra , R).

PROPOSITION 6. Sous l'hypothèse (H ”) la paire (lg , 4 ) est T —admissible 
s i et seulement s i T g e C ,  (R *, R).

3. Considérons l ’équation intégro-fonctionnelle

(E) x  =  (&± +  TSF2) x

où SFX et SF2 sont deux opérateurs continus sur la sphère ou <sh et dont les
valeurs appartienent à certains espaces qui seront précisés pour chaque
théorèm e qui suit.

Nous allons noter par et r 2 des nom bres positives et par | , | la norm e 
de Ci ou de Cg , quand cette dernière notation ne se prête pas à la confusion.

THÉORÈME i. Soit ST : Si -> Ù  et SF2 : Si -> C^. Sous les conditions de la 
Proposition  i nous supposons que

i) X$i x —  <$ iy \ < r i \ x — y \ x Vx , y  e Si (i — i , 2),

i i )  X =  i —  rx —  C xr 2 >  o et | S 4 0  |x +  C j  |  f 2 o  )e <  Xp .

Alors P équation (JL) admet une seule solution x E Si. De plus, cette solution sati
sfa it à la relation,

X* =  +  (k •  &2X)* •

Théorèm e 2. a) Soit ST : et $2 : SÂ •->1^. Dans les conditions
de la Proposition  2a nous supposons que,

i )  \ ^ . i X ~ ‘Si y \ < r i \ x — y \ h, V x , y e S h (i =  1 , 2 )

ü )  X =  i —  r x —  Chr2 >  o et |  S 4 0  | A - f  Ch\®2o <  Xp .

Alors Véquation (E) admet une seule solution x  E SÂ.

b) S i nous remplaçons dans a) la « Proposition  2a » p a r  la « Proposi
tion 2 b », alors la solution x  E Si satisfait à la relation,

Xx =  (PXX)X +  [(T*); +  (k .g )* ]  ( V ) ;  +  ( k •  $ 2x ) * .

THÉORÈME 3. a) Soit ST :S Â -> 2h et SF2 : SA ~>lg - S i les conditions de 
la Proposition  3 a et les conditions i) et ii) du Théorème 2 sont vérifiées, alors 
P équation (E) admet une seule solution x E S k.

b) S i nous remplaçons dans a) la « Proposition  3 a» p a r  la « Proposi
tion 3 b », alors la solution x  E Si satisfait à la relation,
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THÉORÈME 4. Soit £4 : a h lh et : G h • é>z les conditions de la Pro
position 4 et les conditions i) et ii) du Théorème 2 sont vérifiées, alors T équation 
(E) admet une seule solution x £ a k .

T h éo rèm e  5. Soit $4 : ah -> lh et : Gk é>ï ies conditions de la
Proposition 5 et les conditions i) et ii) du Théorème 2 sont vérifiées, alors T équa
tion (E) admet une seule solution x  e ak .

THÉORÈME 6. Soit : ah -> lh et *&2 : Gh lg- S i les conditions de la Pro
position 6 et les conditions i) et ii) du Théorème 2 sont vérifiées, alors T équation 
(E) admet une seule solution x  E ah.

R em arques, i ) Les théorèm es qui affirment l’existence et l’unicité de 
la solution dans Slh généralisent pour les équations de la forme (E) certains 
résultats de [1], [7], [8], [9] et aussi d ’autres, com parables à ceux de [6], 
[14], [15] et [17].

2) Les théorèm es qui affirment l ’existence et l’unicité de la solution 
dans l h généralisent pour les équations de la forme (E) le théorèm e bienconnu 
de Poincaré-Liapounoff, concernant la stabilité asym ptotique des systèmes 
d ’équations différentielles ordinaires.

3) L ’appartenance d ’une solution de l’équation (E) à l’espace S h ou l h , 
lui confère un certain genre de com portem ent asym ptotique, intéressant les 
applications.
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