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Algebra. — Automorfismi che fissano sottogruppi di Sylow. N ota 
di A n t o n i o  M a c h ì  {* (**)), presentata (*#) dal Socio B. S e g r e .

Sum m ary. ■— An extension of a Lem m a by Gorenstein-H erstein ([1], Lemm a 10.4.5) 
to solvable groups adm itting a fixed-point-free autom orphism of order r 2, r a prime, is given.

1. Sia G un gruppo finito che am m etta un automorfismo ß senza punti 
fissi, cioè tale che

x  E G e =  x  => x  ~  i .

È noto che, sotto queste condizioni, ß fissa uno ed un solo /»-sottogruppo di 
Sylow di G, per ogni primo p  che divida l ’ordine di G. Se ß ha ordine 4, 
un Lem m a di G orenstein-H erstem  (Lemm a 10.4.5 in [b]) afferma che se 
P è l ’unico /»-sottogruppo di Sylow di G fissato da ß, allora Cq (a) =  
=  { x  e G I x a “  T } norm alizza P, dove oc =  ß2. Ciò implica che P sia anche 
l ’unico ^-so ttog ruppo  di Sylow di G fissato da oc, poiché due tali sottogruppi 
debbono essere coniugati tram ite  un elemento di Cg(oc) (v . § 2 (b)). Se ora ß 
ha ordine r 2 , r  denotando un qualunque num ero primo, vogliamo dim o
strare, sotto l ’ulteriore ipotesi di risolubilità Cb, che oc =  ßr fissa uno ed un 
solo /»-sottogruppo di Sylow per ogni primo p  che divide l ’ordine di G.

Osserviam o che, per un teorem a di Thom pson ([ 1 ], Theorem  10.2.1), 
Cg(oc) è nilpotente in quanto ß ristretto  a Ce f i )  ha ordine r  (o 1, m a in tal caso, 
per lo stesso Teorem a, G stesso è nilpotente), e, se r  =  2, Cg(<*) è add irittu ra 
abeliano. Dim ostrerem o, nel § 4, che se a è un qualunque automorfismo di 
un gruppo finito G, e se a fissa uno ed un solo /»-sottogruppo di Sylow per ogni 
prim o p  che divide l ’ordine di G, allora C ç(a) è nilpotente.

2 . R iassum iam o alcuni risultati noti, che ci serviranno per la dim o
strazione del Teorem a. Se a E A ut (G), con Cg(oc) indichiam o l ’insieme 
{ x E  G \ x a =  x } ,  cioè l’insieme degli elementi di G fissati da oc.

(a) Se oc ha ordine una potenza di un primo e Cg(oc) =  1 (cioè oc è senza 
punti fissi), allora:

_i) (| G | , 0 (oc)) =  1;
ii) a fissa uno ed un solo /»-sottogruppo di Sylow per ogni prim o p  

che divide l ’ordine di G;

(*) Lavorio eseguito nell’ambito delle attiv ità  dei gruppi di ricerca m atem atica del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) N ella seduta del 16 giugno 1972.
(1) Non è noto se un gruppo che am m ette un automorfismo senza punti fissi di ordine 

r 2, con r  primo dispari, sia necessariam ente risolubile o meno.
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(b) Se (I G I , o (a)) =  1, allora:
i) oc fissa qualche /-so tto g ru p p o  di Sylow per ogni prim o /  che divide 

l ’ordine di G;
ii) se Si e S2 sono due /-so tto g ru p p i di Sylow di G fissati da oc, allora 

Si e S2 sono coniugati tram ite un elemento di CG(oc).

(fi) Se H è un sottoinsieme di G fissato da oc, allora CG(H) e N G(H) 
sono anch’essi fissati da a.

(d) Se N è un sottogruppo norm ale di G e N a =  N, e CG (a) == 1, allora 
C G/n(öc) =  I, dove (xN)a =  x alS.

Per questi risultati si vedano [1] (Cap. 6 e io) e [2].

3. TEOREMA. S ia  ß un automorfismo senza p u n ti f is s i  d i ordine r 2, con r  
prim o , d i un  gruppo risolubile G. Allora  oc =  ßr fissa  uno ed un solo p-sotto- 
gruppo d i Sylow  per ogni p  che divida l'ordine d i  G.

Dimostrazione. Sia N un sottogruppo norm ale m inim ale e ß -in variante 
di G , /  un prim o fissato che divida l’ordine di G. N sarà un y-gruppo per 
qualche primo q, non necessariam ente distinto da p. L ’aUtomorfismo ß indotto 
da ß su G/N ha ordine 1 , r  o r2, ed è senza punti fissi. Nel primo caso, G == N, 
è un y-gruppo e non c’è niente da dim ostrare. T rattiam o separatam ente i 
due casi restanti, usando l ’induzione sull’ordine di G.

(a) Sia o (ß )  == r. Per il citato teorem a di Thom pson, G/N è nilpotente, 
e quindi am m ette uno ed un solo /-so tto g ru p p o  di Sylow, che risulta pertanto 
caratteristico. Allora:

(SN/N)ë =  SN /N ,

dove S è un /-S y lo w  di G, e quindi

(SN)ß =  SN ,

ed inoltre SN <3 G. D istinguiam o due sottocasi:
(i) ß ha ordine r  su SN. In  tal caso SN è nilpotente, per cui S è l ’unico 

/-S y lo w  di SN ed essendo anche /-S y lo w  di G è anche l’unico /-S y lo w  di G 
in guanto SN A  G.

(ii) ß ha ordine r2 su SN. Se SN <  G, per induzione a fissa un solo 
_^-Sylow in SN e quindi in G in quanto SN<] G im plica che tu tti i /-S y lo w  di 
G sono contenuti in SN.

Nel caso (a) si può quindi supporre G =  SN, dove S è un p - Sylow di G.

(b) Sia o (ß ) =  r2. Per induzione, ä fissa un unico /-S y lo w  in G/N, 
e sia, SN/N, con S /-S y lo w  di G. M a ciò accade anche per ß, e quindi

(SN/N)ß = . SN/N ,

da cui

(SN)ß =  SN .
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Anche qui distinguiam o due sottocasi:
(i) ß ha ordine r  su SN. In  tal caso oc ha ordine 1 su SN, cioè 

SN <  Co (oc). Certam ente, oc fissa S. Se Si è un altro /-S y lo w  di G fissato da 
oc, allora (v. 2 (ò, ii)) Si — S* ■ dove t e  Co (oc), e quindi Si <  Cg (oc). M a 
Co (oc) è nilpotente, e quindi S =  Si.

(ii) ß ha ordine r 2 su SN. Se SN. <  G, per induzione oc fissa un unico 
/-S y lo w  in SN e sia Si. Si è anche /-S y lo w  in G, e se S2 è un altro /-S y lo w  
di G fissato da oc, allora SiN /N e S2N/N sono entram bi fissati da oc, e pertanto 
sono lo stesso /-S y lo w  di G/N. Ne segue

SiN -  S2N -  SN

da cui S‘2 <  SN e quindi Si =  S2, in quanto entram bi fissati da oc.
Anche nel caso (b) possiamo dunque supporre G =  SN, dove S è un 

/-S y lo w  di G. Il Teorem a sarà allora dim ostrato quando lo sia sotto l ’ulteriore 
ipotesi G =  SN. Consideriamo O^(G), il massimo /-so tto g ru p p o  norm ale 
di G. Esso è caratteristico in G. Se ß ha ordine r  su GjOp (G), tale gruppo è 
nilpotente e quindi am m ette un unico /-S y lo w , S/Op(G). S è allora run ico  
/-S y lo w  di G. Sia Op (G) 1. Se ß ha ordine r 2 su G /O /G ), per induzione
l’automorfismo indotto da oc su G/Op(G) fissa un unico /-S y lo w , S i/0 ^(G), e 
quindi oc fissa Si unicam ente in G.

Possiamo allora supporre O^(G) =  1, cioè che G non abbia /-so tto g ru p p i 
normali.

Ora, Cg (oc) è nilpotente e quindi

C g (a) =  P XQ ,

dove P è un / -g ru p p o  e Q un ^-gruppo. Se /  non divide l ’ordine di CG(a). 
si ha Cg (oc) =  Q C N  e quindi [3, Lem m a 1] G =  S x N .  Ne segue che S è 
l’unico /-S y lo w  di G e pertanto oc lo fissa. Sia allora /  | |C G(oc)|, cioè P =j= 1, 
e sia P =  Cq (oc) D Si , con Si Sylow in G. Se Si C CG (oc), abbiam o già visto 
che Si è l ’unico fissato da a. Sia allora Si.=j= "P. P è norm ale in Cg (oc), e, per 
una nota proprietà dei /-g ru p p i ,  P <  NSl(P). Ne segue:

Cg (oc) <  N g (P)

e avendosi O^(G) =  1 è N g(P) <  G. P è ß - in variante e quindi Ng (P) lo è. 
Inoltre, ß ha ordine r2 su N G (P ) (altrim enti N G (P) C CG (a), in quanto oc 
avrebbe ordine 1 su Ng (P)), e quindi, per induzione, oc fissa un unico 
/-S y lo w  ih N g(P), e sia P i. Ora, Pi è ß-in  variante: ß fissa un u n ic o /-S y lo w  
in N g(P ), e sia P '; poiché allora anche a fissa P ;, si ha Pi == P '. Inoltre, P <  P i, 
in quanto come abbiam o visto sopra, P è norm alizzato da almeno un / - e l e 
m ento che non appartiene a P. Osserviamo che

CG(oc) <  N g (Pi) 

in quanto, se * e CG (a), si ha:

Fxx f  =  ( i^ )-1 P i x a=  x - 1 P1X C Ng (P)
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e quindi, essendo Pi l ’unico /-S y lo w  fissato da oc in N g (P),

x"1 P1x = P1 ,
cioè x  e N g (Pi). Se Pi è Sylow in G, e P ' è un altro /-S y lo w  di G fissato da oc, 
deve essere:

P Ì = P ' ,

con / e C G (a) Ç N g (Pi), e quindi Pi =  P ', da cui la tesi, A ltrim enti, proce
dendo come sopra, N g (Pi) è ß -in variante e a fissa un unico /-S y lo w  di 
Nq (Pi), e sia P2, con Pi <  P2 e

CG (a) <  N g (P2) .

Si ottiene in questo modo una catena strettam ente ascendente di / —sotto
gruppi P0 =  P <  P i<  P2<  • • • tale che:

CG(a) <  N g (P.) , i =  o , i , 2 , - - - .

Questa catena deve ferm arsi con un /-so tto g ru p p o  di Sylow di G, e sia S'. 
Allora oc fissa S', e poiché CG (a) lo normalizza, S ' è l ’unico / —sottogruppo di 
Sylow di G fissato da a. Ciò completa la dimostrazione del teorema.

4. D im ostriam o ora che la nilpotenza di CG (a) è condizione necessaria 
affinchè un automorfismo oc di un gruppo G fissi uno ed un solo /-so tto g ru p p o  
di Sylow, per ogni prim o /  che divida l’ordine di G. Il seguente lem m a è 
già stato usato nel corso della dim ostrazione del teorem a del § 3.

L e m m a . S ta  oc un  automorfismo d i un gruppo  G  che fissa  uno ed un solo 
sottogruppo H  d i ordine m  per qualche intero m. A llora :

C g ( « ) C N g ( H ) .

D imostrazione . Sia ;r e C G(a). Allora

( H x f  =  ( u y  =  H*,

da chi

H * = H' ,

in quanto ( H*| =  | H |, q.e.d.

COROLLARIO. S ia  a  un automorfismo d i un  gruppo  G che f is s i  uno ed un  
solo p-sottogruppo d i Sylow  per ogni prim o p  che divida Pordine d i  G. Allora  
Cg(oc) è nilpotente .

Dimostrazione. Sia /  un prim o che divida l ’ordine di CG(a), S un / - s o t to 
gruppo di Sylow di G fissato da oc. Per il Lem m a,

CG(oc) C N g (S)
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e quindi CG (oc) S è un sottogruppo di G nel quale S è un /-so tto g ru p p o  di 
Sylow normale, e quindi unico. D a ciò segue che CG(« )n S  è Sylow in CG(a). 
Se x  e  C q  (a), si ha:

(Cg (oc) n  S)* =  cG (a)* n  s* =  cG (oc) n  s 
e quindi CG(cc) n  S <3CG(oc). D a ciò segue la nilpotenza di Cg (oc), q.e.d.
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