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Algebra. — Automorfismi che fissano sottogruppi di Sylow. Nota
di Axtonio Macui @, presentata ©? dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — An extension of a Lemma by Gorenstein—Herstein ([1], Lemma 10.4.5)
to solvable groups admitting a fixed—point—free automorphism of order 72, » a prime, is given.

1. Sia G un gruppo finito che ammetta un automorfismo B senza punti
fissi, cio¢ tale che

x€G e PB=x=x=r1.

E noto che, sotto queste condizioni, B fissa uno ed un solo p—sottogruppo di
Sylow di G, per ogni primo p che divida I'ordine di G. Se B ha ordine 4,
un Lemma di Gorenstein-Herstein (Lemma 10.4.5 in [1]) afferma che se
P ¢ Tl'unico p-sottogruppo di Sylow di G fissato da B, allora Cg(a) =
={x € G |x*= x} normalizza P, dove a = B° Cid implica che P sia anche
P'unico p-sottogruppo di Sylow di G fissato da o, poich¢ due tali sottogruppi
debbono essere coniugati tramite un elemento di Cg () (v. § 2 (4)). Se ora B
ha ordine 72,7 denotando un qualunque numero primo, vogliamo dimo-
strare, sotto l'ulteriore ipotesi di risolubilita @), che o = B” fissa uno ed un
solo p-sottogruppo di Sylow per ogni primo p che divide l'ordine di G.

Osserviamo che, per un teorema di Thompson ([1], Theorem 10.2.1),
Cq («) ¢ nilpotente in quanto { ristretto a Cg(«) ha ordine » (o 1, ma in tal caso,
per lo stesso Teorema, G stesso ¢ nilpotente), e, se » = 2, Cg () ¢ addirittura
abeliano. Dimostreremo, nel § 4, che se « & un qualunque automorfismo di
un gruppo finito G, e se a fissa uno ed un solo p—sottogruppo di Sylow per ogni
primo p che divide l'ordine di G, allora Cg(«) ¢ nilpotente.

2. Riassumiamo alcuni risultati noti, che ci serviranno per la dimo-
strazione del Teorema. Se « € Aut(G), con Cg(«) indichiamo [Iinsieme
{x€G|2*==x}, cio¢ l'insieme degli elementi di G fissati da «.

(@) Se « ha ordine una potenza di un primo e Cg(x) = 1 (cio¢ « & senza
punti fissi), allora:
(1G] 0@ =1
ii) « fissa uno ed un solo p-sottogruppo di Sylow per ogni primo p
che divide l'ordine di G;

(*) Lavoro eseguito nell’ambito delle attivitdh dei gruppi di ricerca matematica del
Consiglio Nazidnale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 16 giugno 1972.

(1) Non & noto se un gruppo che ammette un automorfismo senza punti fissi di ordine
72, con 7 primo dispari, sia necessariamente risolubile o meno.
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(&) Se (|G|, o(w) =1, allora:
1) o fissa qualche p—sottogruppo di Sylow per ogni primo p che divide
Pordine di G;
ii) se S; e Sp sono due p—sottogruppi di Sylow di G fissati da «, allora
S1 e Sg sono coniugati tramite un elemento di Cg ().

(¢) Se H ¢ un sottoinsieme di G fissato da o, allora Cg(H) e Ng(H)
sono anch’essi fissati da .

(@) Se N ¢ un sottogruppo normale di G ¢ N* = N, e C¢ (o) = 1, allora
Con(®@) =1, dove (xN)*= x*N.

Per questi risultati si vedano [1] (Cap. 6 e 10) e [2].

3. TEOREMA. Sia B un automorfismo senza punti fissi di ovdine r2, con r
primo, di un gruppo risolubile G. Allora o = B’ fissa uno ed un solo p—sotto-
gruppo di Sylow per ogni p che divida Iovdine di G.

Dimostrazione. Sia N un sottogruppo normale minimale e f-invariante
di: G, p un primo fissato che divida lordine di G. N sarid un ¢— gruppo per
qualche primo ¢, non necessariamente distinto da p. L.’automorfismo B indotto
da B su G/N ha ordine 1,7 072, ed ¢ senza punti fissi. Nel primo caso, G = N,
& un g-gruppo e non c'¢ niente da dimostrare. Trattiamo separatamente i
due casi restanti, usando l'induzione sull’ordine di G.

(@) Sia o(B) = r. Per il citato teorema di Thompson, G/N & nilpotente,

e quindi ammette uno ed un solo p—sottogruppo di Sylow, che risulta pertanto
caratteristico. Allora:

(SN/N)® = SN/N,
dove S ¢ un p-Sylow di G, e quindi
(SN)? = SN,
ed inoltre SN JdG. Distinguiamo due sottocasi:

(i) B ha ordine 7 su SN. In tal caso SN ¢ nilpotente, per cui S & I'unico
p-Sylow di SN ed essendo anche p-Sylow di G ¢ anche 'unico p-Sylow di G
in quanto SN dG.

(i) B ha ordine »2 su SN. Se SN < G, per induzione o« fissa un solo
p-Sylow in SN e quindi in G in quanto SN<G implica che tutti i p-Sylow di
G sono contenuti in SN.

Nel caso (@) si pud quindi supporre G = SN, dove S ¢ un p-Sylow di G.

(6) Sia o (B) =2 Per induzione, & fissa un unico p-Sylow. in G/N,
e sia, SN/N, con S p-Sylow di G. Ma cid accade anche per P, e quindi

(SN/N)B = SN/N |
da cui

(SN)® = SN
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Anche qui distinguiamo due sottocasi:

(i)  ha ordine » su SN. In tal caso « ha ordine 1 su SN, cio¢
SN < Cg (o). Certamente, o fissa S. Se S; & un altro p-Sylow di G fissato da
o, allora (v. 2 (4, ii)) S;=S" dove £€Cy(x), e quindi S; < Cg(x). Ma
Ce () ¢ nilpotente, e quindi S = S;.

(ii) B ha ordine 72 su SN. Se SN < G, per induzione « fissa un unico
p-Sylow in SN e sia S;. 51 ¢ anche p-Sylow in G, e se Sz & un altro p-Sylow
di G fissato da a, allora S{N/N e SeN/N sono entrambi fissati da &, e pertanto
sono lo stesso p-Sylow .di G/N. Ne segue

SiIN = SeN = SN

da cui S < SN e quindi S; = Sz, in quanto entrambi fissati da o.

Anche nel caso (4) possiamo dunque supporre G = SN, dove S ¢ un
p-Sylow di G. Il Teorema sara allora dimostrato quando lo sia sotto 'ulteriore
ipotesi G = SN. Consideriamo O,(G), il massimo p-sottogruppo normale
di G. Esso ¢ caratteristico in G. Se B ha ordine » su G/O, (G), tale gruppo &
nilpotente e quindi ammette un unico p-Sylow, S/O,(G). S ¢ allora I'unico
p-Sylow di G. Sia O,(G)==1. Se B ha ordine 2 su G/O,(G), per induzione
Pautomorfismo indotto da « su G/O,(G) fissa un unico p-Sylow, Si/O,(G), e
quindi « fissa S; unicamente in G.

Possiamo allora supporre O,(G) = 1, cio¢ che G non abbia p-sottogruppi
normali.

Ora, Cg(a) ¢ nilpotente e quindi

Co (o) = PXxQ,

dove P & un p-gruppo e Q un g-gruppo. Se p non divide I'ordine di Cg {«)
si ha Co(x) =Q CN e quindi [3, Lemma 1] G = SXN. Ne segue che S ¢
I'unico p-Sylow di G e pertanto « lo fissa. Sia allora j){ |Cq ()|, ciot P <=1,
e sia P =Cg(x) N S1, con S; Sylow in G. Se S; C Cg («), abbiamo gia visto
che S; ¢ l'unico fissato da «. Sia allora S;==P. P & normale in Cg(«), e, per
una nota proprieta dei p-gruppi, P < Ng (P). Ne segue:

Ce (o) << Ng (P)

e avendosi O;,,(G) =1 ¢ Ng(P) <G. P ¢ B-invariante e quindi N¢ (P) lo &.
Inoltre, 8 ha ordine 72 su Ng (P) (altrimenti Ng (P) CCg («), in quanto «
avrebbe ordine 1 su Ng (P)), e quindi, per induzione, o fissa un unico
#-Sylow in Ng(P), e sia P1. Ora, P; & 8-invariante: B fissa un unico p-Sylow
in Ng (P),.e sia P’; poiché allora anche « fissa P, si ha P = P’. Inoltre, P < Py,
in quanto come abbiamo visto sopra, P ¢ normalizzato da almeno un p-ele-
mento che non appartiene a P. Osserviamo che

Cao (OC) < Ng (Pl)
in quanto, se x € Cg (), si ha:

(P Ppa)* = (x*) 7 Pia"= 21 P;x _ Ng(P)
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e quindi, essendo Pi I'unico p-Sylow fissato da o in N¢(P),
x—«l ij = Pl 3

cio¢ x € N (P1). Se P1 & Sylow in G, e P’ ¢ un altro p~Sylow di G fissato da «,
deve essere:

Pi =P,

con ¢ €Cg (o) CNg(P1), e quindi Py = P’, da cui la tesi, Altrimenti, proce-
dendo come sopra, Ng (P1) ¢ B-invariante e o fissa un unico p-Sylow di
Ng(P1), e sia Pz, con Py <P e

Co(®) < Ng(Py).

Si ottiene in questo modo una catena strettamente ascendente di p—sotto-
gruppi Po=P< P <Py< ... tale che:

Co(x) <Ng(P)), i=0,1,2, -

Questa catena deve fermarsi con un p-sottogruppo di Sylow di G, e sia S,
Allora o fissa S', ¢ poich¢ Cg () lo normalizza, S’ & 'unico p-sottogruppo di
Sylow di G fissato da «. Cid completa la dimostrazione del teorema.

4. Dimostriamo ora che la nilpotenza di Cg () & condizione necessaria
affinché un automorfismo « di un gruppo G fissi uno ed un solo p-sottogruppo
di Sylow, per ogni primo p che divida l'ordine di G. Il seguente lemma &
gia stato usato nel corso della dimostrazione del teorema del § 3.

LEMMA. Sia o un automorfismo di un gruppo G che fissa uno ed un solo
sottogruppo H di ordine m per qualche intero m. Allora:

Ce () CNg(H).
Dimostrazione. Sia x € Cg(«). Allora
(H* = (H* = H",
da cui
H*=H,
in quanto | H*| = |H|, q.e.d.

COROLLARIO. Sia a un automorfismo di un gruppo G che fissi uno ed un
solo p—sottogruppo di Sylow per ogni primo p che divida I'ordine di G. Allora
Ce (o) ¢ nilpotente.

Dimostrazione. Sia p un primo che divida 'ordine di Cg («), S un p—sotto-
gruppo di Sylow di G fissato da «. Per il Lemma,

Ca (o) C N (S)
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e quindi Cg (%) S ¢ un sottogruppo di G nel quale S & un p-sottogruppo di
Sylow normale, e quindi unico. Da cid segue che Cg(2)NS ¢ Sylow in Cg (o).
Se x € Cg(a), si ha:

(Ce(®) O S = Co (@) NS =Ca(@)N S

e quindi C¢ () NS <ICq (). Da cid segue la nilpotenza di Cg(«), q.e.d.
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