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Matematica. — 7eoremi di confronto « fortev per operatori diffe-
renziall ellittici del secondo ordine, non necessariamente autoaggiunti,
a coefficient discontinui . Nota IT di M. G1ovanNa PLaTONE G ARRONT,
presentata ® dal Corrisp. G. STAMPACCHTA.

SUMMARY. — Vedere Nota I.

Saranno qui dimostrati i teoremi di confronto «forte» per soluzioni,
gia enunciati e illustrati nella prima parte di questo lavoro [14] ®.

La dimostrazione di tali teoremi & preceduta da vari lemmi, alcuni
dei quali (lemmi 1.2 e 2.3) sono teoremi di confronto per soprasoluzioni.

Nel corso della trattazione sceglieremo sempre in S(M) e S (M) funzioni
non negative e in (M) e 2% (M) funzioni positive. Tutti i risultati ottenuti
sussistono inalterati o con ovvie modifiche (vedl per esempio osservazione IV,
pag. 822) scegliendo in S(M) e S(M) funzioni non positive e in Z(M) e
% (M) funzioni negative.

§ 1.

Cominciamo col dimostrare un lemma che pud essere considerato come
una generalizzazione della nota identita di Picone (cfr. [10]).

LEMMA 1.1. — Se 2 € Hy(Q) N L¥(Q) ¢ v€X(M); allora per ogni costante
e >0 st ha

(s) | /

Q

o u “ v /u ad V.
v X v+ e x; ( % U+€ x;

Dimostrazione. — Poiche u appartiene a H{(Q) N L*(Q), 1/(v + €) appar-
tiene a L™ (Q) (cfr. definizione I1I) e v appartiene a H'(Q), si ha che u2|(v-+¢)

appartiene a H(l) (Q): infatti 22/(v+¢) € L2(Q) e (y::) =2 uxz‘y—ia —

(U e ) v, €L2(Q) ((=1,2,---,m); 4*(v-}¢) si pud quindi usare come

2
ocuu—}—z

HEBU +r

dx >o.

funzione test e si ha:

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca di Analisi funzionale del C.N.R.

(**) Nella seduta del 13 maggio 1972.

(1) La numerazione delle formule del presente lavoro continua la numerazione della
citata prima parte [14].
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e quindi
][Oﬂ,y%xi%j Oy Uy Uy + (y+e) Bvx—}—yz/:s—l—
“ 2
+ 2o v, 2, ﬁ — Oy Uy (yu_’_y:\zJ dxr>o
da cui, tenendo conto che a; = a;, 7,7 =1, -+, 7 (vedi ip. iii in [14]) si

ottiene con ovvi passaggi la (5).

OSSERVAZIONE IV. — Se v ¢ una sottosoluzione negativa anziché sopra-
soluzione positiva, la (5) sussiste sostituendo ¢ con v —e.

LEMMA 1.2. — Supponiamo che esista una u appartenente a Hj} (Q) tale
che ][u] < o; allora T(M) = o.

Dimostrazione. — Supponiamo che X(M)==@ e sia ve€ X(M). Poiche
possiamo sempre supporre che # appartenga a L™ (Q) (se cosi non fosse
esisterebbe comunque una 7 € C{(Q) per cui ancora J[#] <o) ci troviamo
nelle ipotesi del lemma 1.1. Per ogni € > 0 sussiste allora la (5), che si pud
scrivere nel modo seguente:

[ {oc,j- Ui, U, —]~ 2B un, + (v + G) u — oy (”xz — = vx’) (ux — 2, ) —

v+ e 7 v+ e 7
o
—’_281'%(%@—%? xl) Guz_—Y%2+YU+€ 1dx20;
ponendo in (1) di [14] Uy — Ly, =2,(e), ¢=1,--+,7, 2,1 =1u si ha:

v+ € i

1) — [ Q@) dr— [ vir(x — 52| dw=o;
o) ¢

poiche o < ;-jé—a- <1 e Q(z(e)) =0, Ve, si ottiene

1) = lim [ Qe(e) dx > 0;
.=.—>0Q

ma cio ¢ assurdo in quanto J[#] <o.

Dimostrazione del teorema 1. — Per il lemma 1.2 si ha T(M) =g,
quindi anche X (M) = @ che per la (4) dell’ osservazmneI in [14] ¢ la stessa
cosa della tesi S(M) = &.

Dimeostrazione del teorema 1'. — Poiche si ha V[u] =/(u,u) — ] [u],
da 7(u,u) <o, V[u] >0 segue J[#] <o, e quindi in virth del teorema 1
si ha l'asserto.

Come corollario del lemma 1.2 si ottiene immediatamente la seguente
proposizione che ¢ anch’essa un teorema di confronto per soprasoluzioni
e sottosoluzioni:

COROLLARIO DEL LEMMA T1.2. — Se esiste una u € H{(Q) tale che
l(u,u) <o, V[u] >o0; allora Z(M) = &.
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§ 2.
Alla dimostrazione del teorema 2 premettiamo i seguenti lemmi 2.1,

2.2 e 2.3.

LEMMA 2.1. — Se u € Hy(Q), ve (M), 2 e L®(Q); allora si ha:

(6) f [azj %xi uxj _I_ Y%2 - az‘j (%xi - % vxi> (uxj —_— % ‘ij)} dx =>0.

Q

Dimostrazione. — Poiche 7 € L™ (Q), u € Hy(Q), ve H'(Q) si ha che

appartiene a H{(Q) e si pud usare come funzione test; si ha allora

.. . \ .
m (Z/ ’ 7) =0; POIChe &y = Gy, 2,7 = 1,0+, 7, SI PUO scCrivere:
u2 2ty u? 2’
m (‘Z} , 7) =‘ [a,, 'Z/xz. p — oy 'sz- 2?2 vxj "]" oLzﬁi uxi uxj- - mzj'%xi %x]. + Y ‘ dx =
( u u u
— 2 . JU— — .. —_ —_ — ;
B / L"f U Uy, = YUP— 0 20, (”’ff V., v) Tt g, (%xf Y yﬂ dx;

Q
di qui si ha I'asserto (cfr. [11]).

LEMMA 2.2, — Siano u €S (M) N H%,(Q) e veX(M); allora si ha:
1) v=1tu, t>0; 2) m(u, ) =o, Yo €Hy(Q): ciod u €S (M).

Dimostrazione. — Per ogni fissato £ intero positivo consideriamo 'insieme
Q={x€eQ:ulx)>rtv(x)};

evidentemente se £ > £ si ha Qu C Q,; a priori possono darsi i due seguenti
casi:
@) lim mis Q, > 0;

k—>00
6) lim mis Q, = o.
k=00
Verifichiamo che solo il caso b) si puo effettivamente presentare: infatti, se si

verificasse il caso a), ponendo Qg = m Q, si avrebbe mis Qo = lim mis Q,> o
k—>00

e si avrebbe q.o. in Q:v(x) < u(x)/,é , V£, e quindi q.0. in Qp:v(x)=o0;
ma poicheé 'z, in quanto appartiene a X(M), ¢ positiva in Q, si arriverebbe
a una contraddizione.

Basta quindi dimostrare il teorema nel caso b). Se lim mis Q, = 0 si pos-
k—>00

sono dare due possibilita:

8" V&, mis Q, > o;

") esiste un k> o per cui mis Q= o.
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Esaminiamo prima il caso 8') ¢ cominciamo col provare che ulv appartiene
a L= (Q).

Poiche lim mis €, = o, esistono un k abbastanza grande e un aperto A

T Ao

tali che QzCACQ @ ela forma bilineare 7 (v,¢) & coercitiva in Hy(A)
(cfr. [16], pag. 200). Poniamo

( 2(x) — kv (x) in Qz

{ o fuori di Q;

in particolare w; >0 in Q; e w; € Hj(A). Ne segue

wi(x) =

m(u , wg) < 0

m(v,wp) >0,

da cui 7 (u—kv,wz) = m(wz, w;) < o.

Poiche la forma e & coercitiva in H%(A), ne segue che w;= o0 q.o. in Q;
e ciod % (x) = kv(x) q.o. in Qz. Si pud quindi concludere che #lv appartiene a
L*(Q).

Proviamo ora la 1). Dato che % € L*(Q) si pud applicare il lemma 2.1
e si ha la (6)

[(ocij Uy e, -+ Wﬂ) dx -—j 3 (u@z,—— % vxz) (ux — v,,j) dx >o.
Q Q

7 7

D’altra parte poich¢ x €S (M)N H{(Q), e 'operatore M & uniformemente
ellittico (vedi ip. i in [14]) si ha:

) = [ Gy, + ) dw < o

v J

o
—_ f o, (”x,"— —Z- z/xi> (uxj—~ 2o, ) dx < o.
!

Segue necessariamente che:

@) ux—f;—vm=o g.0. in Q, =1, n.
Le (7) implicano che #/v abbia le derivate parziali prime deboli uguali a zero
in Q, e quindi che v = # q.0. in Q, con #> o.
Proviamo ora la 2). Dato che v = #tu, ¢+ > o0, si ha
o<m@,9)=tm(u,9) , Yo=o0 , ¢eH{Q);
poiche d’altronde # € S(M), deve essere
mu,§)<o , Veg=o , peHNQ);
segue allora che # (%, ¢) = 0, Vo € H{(Q) e ciot u €S (M).

o -—
(2) Possiamo supporre Q; (interno di Q;) %= o ; altrimenti #— &w = o in £; nel senso

di NYQ) e quindi = e Lo(Q).
q v
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Il teorema & cosi completamente dimostrato nel caso o).

Lisaminiamo ora il caso 8"): se esiste un k> o0 per cui mis Q= o, si ha

zg)) < k e quindi % appartiene a L*(Q); il resto della dimostra-

zione ¢ identico a quello del caso &).

q.o.in Q:

LEMMA 2.3. — Sia M autoaggiunto, se esiste una u € Hj (Q) tale che u>o
in Q, o0, J[u] <o; allora si hanno i due seguenti casi:

I T(M) = g; oppure
II) S(M)=S(M)={su,¢>o0}

Dimostrazione del lemma 2.3. — Possiamo intanto supporre J[#] = o
poiche se fosse J [#] <o dal lemma 1.2 seguirebbe Z(M) =g e il teorema
sarebbe gia dimostrato. Per dimostrare il teorema basta verificare che se esiste
una v appartenente a % (M) essa & proporzionale a z ed ¢ M-soluzione.

Sia ve€X(M), dal lemma 1.2 segue che m (9, 9) (= J[¢]) = o,
Vo € H3(Q). Sia A > o tale che per A>> 2 la forma m (e, )+ (o, s
& coercitiva in H{(Q) (cfr. [16], pag. 200 e sgg.).

Consideriamo ora il seguente problema

m(f: CP)"}’X(f! ‘P)La(g):T» VCP GH(I)<Q>

®) con TeL?(Q)
| FeH{(Q).

(@

E noto che I'operatore associato al problema (8) & dotato di operatore inverso
G autoaggiunto e completamente continuo in 1.2 (Q) (cfr. [16], pag. 204 e sgg.).
Ne segue che per il primo autovalore @, del problema: ,

{ m(F )+ 1 Dy — 8 (fr Dy =0, Vo € Hy(Q)

O femi@

sussistono le seguenti proprieta:

a) @ >0
m(®,9) + Mo, Ppag

6) p,= est. inf o
H; (@) (] ‘La(Q)

¢) ogni funzione = di H{(Q) per cui si ha:

m(w,w) + i('w x'w)Ln(g) . m(e, )+ i(‘? ) <P)]}(Q)

= = est. inf o
]Iw1|L!(Q) H; (@) e AlLa(Q)

¢ una autofunzione relativa all’autovalore e
Poiche il seguente problema
§ m(fr @) =M, Opg =0, Vo€ HY(Q)

(1) | feHYQ
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& equivalente al (9) ove si ponga yu =A-2, se denotidmo con }; il primo
autovalore di (10) si ha p =2 + L. Poiche m(p, ®) >o0, Vo € Hj (),
m (1, 1) = o, segue da &)

(%, @) m(u, u)

= 12
” u i!Lz(Q)

A = est. inf

2 = 0

e, quindi, da ¢) che # ¢ una autofunzione per il problema (10) relativa a A = o:
ciot u € S(M) N H{(Q).
Dal lemma 2.2 segue allora l’asserto.

Dimostrazione del teorema 2. — Poiche L(M)CX (M), per il lemma 2.3
si ha immediatamente che X (M) o ¢ vuoto o coincide con l'insieme {7z , ¢ >o0};
dalla (4) dell’osservazione I di [14] segue poi I’asserto. '

Dimostrazione del teorema 2'. — Poiche V[u] =/ (u,u) — J[«],
l(w,u)<oeV[u] >o0, allora J[#] <o; e quindi in virth del teorema 2
si ha l’asserto.

Come corollari del teorema 2 si ottengono alcune proprieta del primo
autovalore 2y (A) del seguente problema di Dirichlet:

S f [0t 2, @y + yu@] dx — % (2, @)ayy =0, Vo €Hy(A)
(11) (A
e u € Hy (A)

ove A ¢ un aperto contenuto in Q eventualmente coincidente con esso.
Gli autovalori di (11) costituiscono una successione {A\,(A)} tale che

MA) <M (A) , lima, (A) = 4+ oo (cfr. [16] pag. 203 e sgg.)

/>0
e inoltre: 2, (A) >, (Q) (cfr. [13] appendice I) ®,

COROLLARIO 2.1. — La varieta lineare delle autofunzioni corvispondenti al
primo autovalore M(A) ha dimensione uno (cioé M(A) é semplice).

Dimostrazione. In virtl del teorema 6.1 di [5] esiste una autofunzione v,
corrispondente a A;(A) positiva in A. Supponiamo che A;(A) non sia sem-
plice; esiste allora una autofunzione w; ortogonale a vy; la 2, cambia quindi
di segno in A; denotiamo con A; l'aperto non vuoto non coincidente con A
tale che: w; >o0in Ay, w; <o in A—A;. Se poniamo

_ w; in A
1= o) fuori di Ay,

(3) 1 corollari. seguenti ‘2.1 ¢ 2.2 sono stati aggiunti in bozze dopo aver visto il
lavoro [2], dove tali risultati sono ottenuti in un caso pilt generale del nostro (equazioni
non autoaggiunte). Abbiamo tuttavia ritenuto opportuno mostrare come nel nostro caso si
ottengano immediatamente dal teorema 2.
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si ha in particolare: #; >o0 in A;, ;€ Hi(A7),

f [ (@), (@) + ¥iB3] dir — 2y (A) (@, , Br)yan, = O

Ay

poiché¢ d’altronde si ha: v, € H'(A}) e

J [(xz:i<7/1>x,' (ij + Y?1 (P] dxr — )‘1 <A> <ﬂl ) <P>L2(Az) =0, V(P € H(l) (A»l) I}

dal teorema 2 seguirebbe che v; o cambia di segno in A; o & proporzionale
a w;; ma questo & assurdo poiché z; > o0 in A.

COROLLARIO 2.2. — Se ACQ, A==Q; allora 11(A) > M (Q).

Dimostrazione. — Siano u; € Hy(A) e v, € H;(Q) tali che:

f [aij (%l>xz Cij _I— Yul <P] dx - 7\1 (A‘> (ul ) <P)L2(A) = O? V(P € H(l) (A‘)
A

J [0 (@1)e; @y + Y210] A2 — 20.(Q) (@1, @)y = 0, Vo € HH(Q) .
Q

Per il -corollario 2.1 e il teorema 6.1 di [5] si ha: %, >0in A, v, > 0 in Q.
Supponiamo A1 (A) = M (Q); poiché si ha: 2 € H'(A) e

J [“z}'(vl)xi <ij + vy cP] dxr —n (‘Q) (Ul o CP)[}(A) =0, V<P € H(l) (A) s

A

il teorema 2 puo essere applicato a #; e v; in A e si dovrebbe concludere che
v1 o cambia di segno in A o & proporzionale a #;. Ma questa conclusione
contraddice la positivitd di z; in Q.
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