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Matematica. —  Teoremi di confronto «forte » per operatori diffe­
renziali ellittici del secondo ordine, non necessariamente autoaggiunti, 
a coefficienti discontinui^ . N ota II di M .G i o v a n n a  P l a t o n e  G a r r o n i , 

presentata (**} dal Corrisp. G .  S t a m p a c c h i a .

Summary. — V edere N ota I.

Saranno qui dimostrati i teoremi di confronto « forte » per soluzioni, 
già enunciati e illustrati nella prima parte di questo lavoro [14] (1).

La dimostrazione di tali teoremi è preceduta da vari lemmi, alcuni 
dei quali (lemmi 1.2 e 2.3) sono teoremi di confronto per soprasoluzioni.

Nel corso dellajrattazione sceglieremo sempre in S(M ) e S(M ) funzioni 
non negative e in 2  (M) e 2  (M) funzioni positive. Tutti i risultati ottenuti 
sussistono inalterati o con ovvie modifiche (vedi per esempio osservazione IV, 
pag. 822) scegliendo in S (M) e S(M ) funzioni non positive e in 2  (M) e 
2  (M) funzioni negative.

§ i.

Cominciamo col dimostrare un lemma che può essere considerato come 
una generalizzazione della nota identità di Picone (cfr. [io]).

L e m m a  i . 1 . — Se u  E H o (Q ) n  L°° (Q ) e v E 2  (M ); allora per ogni costante 
£ >  o si ha\

( 5) a^ V * ;  +  2 7 4 7  ß*-*V +  Y

a • • u'lJ \  Xi V+Z Uxi) X**j v +  £ UxjV,.\ \U, dx  >  o .

Dimostrazione. -  Poiché u appartiene a HJ(Q) n  L°° (O), i/(^ +  e) appar­
tiene a L°°(O) (cfr. definizione III) e v appartiene a LP(Q), si ha che u2l(v+ e)

appartiene a 'Hj(Q): infatti u2Kv +  s) e L2(D) e (—̂ —) = 2  ux —- -------
u  '  '  \ v  +  Z X.  Xi  V  £u 2 ^

—  ( ■ ^ 7 )  vxi € L2 (ß)- ( f =  1 , 2 , • • •, n); uP jiv-fz) si può quindi usare come 

funzione test e si ha:

m \v  ,

(*) Lavoro eseguito nell’am bito del gruppo di ricerca di Analisi funzionale del C.N.R. 
(**) Nella seduta del 13 maggio 1972.
(1) La numerazione delle formule del presente lavoro continua la numerazione della 

citata prim a parte [14].
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e quindi

<*,>• ux.. ux. —  a,y ux. ux. +  2 ^ O I u I
( ^ r ß! ^ , +  T l 7T T  +

a,y V*V xj  v  +  e v  ** (z; fi- s)2 d;r >  O

da cui, tenendo conto che oqy =  a^, i yj  =  i , n (vedi ip. iii in [14]) si 
ottiene con ovvi passaggi la (5).

OSSERVAZIONE IV. -  Se v è una sottosoluzione negativa anziché sopra­
soluzione positiva, la (5) sussiste sostituendo v +  £ con v — 's.

L emma 1.2. -  Supponiamo che esista una u appartenente a Ho(O) tale 
che J [u] <  o; allora S  (M) =  0 .

Dimostrazione. -  Supponiamo che S (M )= j= 0 .e  sia Poiché
possiamo sempre supporre che u appartenga a L°°(D) (se così non fosse 
esisterebbe comunque una i/eC j(Q ) per cui ancora J \ü\ <  o) ci troviamo 
nelle ipotesi del lemma 1.1. Per ogni e >  o sussiste allora la (5), che si può 
scrivere nel modo seguente:

I aij ux. +  2 ß,- uux. +  (y  +  G) «2 — a,y (uXf —  vx  ̂ [ux

2 % u (ux. —  —  vx.j —  Gu2 ju 2 +  y

J V  f i -  £  J

dx  >  o ;

ponendo in (i)  di [14] ux — ——  vX{=  .sy(s), i == 1 n, zn+1 =  u si ha:

J f u ]  — J  Q (s (e)) d x ~  I y*(2(i -  d* >  o ;
Q Q

poiché o <  - <  i e Q(^(s)). > 0 ,  V s , si ottiene

J M  >  lim Q (z(s)) dx  >  o ; 
s->0 J

fì
ma ciò è assurdo in quanto J [u] <  o.

Dimostrazione del teorema i .  -  Per il lemma 1.2 si ha 21 (M) — 0 ,  
quindi anche 21 (M) =  0  che per la (4) dell’osservazione I in [14] è la stessa 
posa! della tesi S (M ) =  0 .

Dimostrazione del teorema 1'. -  Poiché si ha V[u] =  l(u  , u) — J [u], 
da l (u  , u) <  o, V [■u] >  o segue J [u] <  o, e quindi in virtù del teorema 1 
si ha l ’asserto.

Come corollario del lemma 1.2 si ottiene immediatamente la seguente 
proposizione che è anch’essa un teorema di confronto per soprasoluzioni 
e sottosoluzioni:

Corollario  del  lemma 1.2. — Se esiste una u e H j(O )  tale che 
l  (u , u) <  o, V  [u] >  o; allora 21 (M) =  0  .
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§ 2 .

Alla dimostrazione del teorema 2 premettiamo i seguenti lemmi 2.1, 
2.2 e 2.3.

Lemma 2.1. -  Sé? u e Hq(Q), ì / 6 S ( M ) ,  — e-L°°(Q); allora si ha:

(6)  ̂UX.UX. +  V-//2 u
• “  Vx V x

U
— Vx- V XJ

dx  >  o .

Dimostrazione. -  Poiché — e L°°(Q), u.e Hj(Q), v e HVQ) si ha che —  
appartiene a H j(0 ) e si può usare come funzione test; si ha allora 

m [fi y —  ) >  o ; poiché oc- =  <x- , i  , j  =  i, • • • ,n, si può scrivere:

m v
2 UXJ u

v * i  ------------ a V v * i s v  +  a V u * i u -* , “  a v  +  T ^ 2

=  f  [«* «»,.*»y +  T« 2 —  Oÿ ux . \u x . —  - )  +  a,y ^ ^  - )

d;r

d# ;

di qui si ha l’asserto (cfr. [i I]).

Lemma 2.2. -  Siano ^ e S (M) O HJ(Ü) e. ^ g S ( M ) ;  allora si ha: 
1) v =  tu , t  >  O] 2) w(«, cp)  =  o, Vcp € Hq(£ì): «0* u e  S(M).

Dimostrazione. -  Per ogni fissato Æ intero positivo consideriamo l’insieme

£V =  e £2 : « (# ) >  ;

evidentemente se k' >  >è si ha Ù# C ; a priori possono darsi i due seguenti 
casi:

a) lim mis £lk >  o ;
/è—>00

b) lim mis Qk =  o .
<£—>- OO

Verifichiamo che solo i l  caso ff) si può effettivamente presentare: infatti, se si 
verificasse il caso a), ponendo £20 — n  si avrebbe mis fio =  lim mis o

k k->OQ

e si avrebbe jq.o. in £20 : v{x) <  u (x)\k  , Vk, e quindi q.o. in CÌq : v-(x) =  o ; 
ma poiché v } in quanto appartiene a 2 (M), è positiva in O, si arriverebbe 
a una contraddizione.

Basta quindi dimostrare i l  teorema nel caso b). Se lim mis £lk =  o si pos-
OO

sono dare due possibilità: 

b') V>è, mis £tk >  o ;
b") esiste un ï > o  per cui mis Qrk =  o.
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Esaminiamo prim a il  caso b') e cominciamo col provare che u\v appartiene 
a L°°(Q).

Poiché lim mis i l k =  o, esistono un k abbastanza grande e un aperto A
0  k—> OO

tali che O i C A C f ì (2) e la forma bilineare m ( v , <p) è coercitiva in Hj(A) 
(cfr. [16], pag. 200). Poniamo

i u(x) —  kv (x) in £1%
m (x )  =

{ o fuori di £ì*

in particolare w%.> o in £ì% e ^ e H j ( A ) .  Ne segue

m (u , w£) <  o 
m (v , wf) >  o ,

da cui m (u  — kv , wf) =  m (w j, wf) <L o.
Poiché la forma m è coercitiva in Hj(A), ne segue che w% — o q.o. in £ì'k 

e cioè u(x) =  kv(x) q.o. in Q |. Si può quindi concludere che ujv appartiene a 
L°°(D).

Proviamo ora la i). Dato che ^  G L°°(Q) si può applicare il lemma 2.1 
e si ha la (6)

f  f  "*,• U*j +  t Mj  dX — I f i  —  -  f  f  “  V  f  d x ^ ° -
à Q

D ’altra parte poiché u G S (M) n  H(j(£ì), e l’operatore M è uniformemente 
ellittico (vedi ip. i in [14]) si ha:

m (u  , u) =  J  (a,y uXj ux, +  y u2) âx  <  o
Q

J  a# \uxi — vx}) (uXj — àx <  o .
Q

Segue necessariamente che:
ni (u , u) — o

(7) uXi— ~ v Xi=  o q.o. in D , f ■= 1 , • • • n .

Le (7) implicano che abbia le derivate parziali prime deboli uguali a zero 
in Q, e quindi che v tu q.o. in Q, con t  >  o.

Proviamo ora la 2). Dato che z/ =  ta, t  >  o, si ha

o .< m ( v  , =  tm (u  , <p) , Vcp >  o , 9 e hJ(O ) ;

poiché d’altronde ^ G S(M ), deve essere

m ( u , c p ) < o  , V<p>o .-<p e Ho(0 ) ;

segue allora che m (u  , <p).= o, V9 g Hj(£i) e cioè u G S(M).

o _
(2) Possiamo supporre Qrk (interno di Q f 0  ; altrim enti u — kw  — o in £2|  nel senso

di N \C 1) e quindi — € L00^ ) .
v
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Il teorema è così completamente dimostrato nel caso b').

Esaminiamo ora i l  caso b")\ se esiste un k >  o per cui mis ü j =  o, si ha

q'°‘ in ^  : 1$ )  —  ̂ e (luindi V  appartiene a L°°(ß); il resto della dimostra­
zione è identico a quello del caso b').

L emma 2.3. -  Sia  M autoaggiunto; se esiste una u G H j(Q ) tale che u i>  o 
in Q, u o, J [u] <  o; allora si hanno i due seguenti casi:

I) S ( M)  =  0  ; oppure 
II) S ( M)  =  S(M)  =  { ^ , / > o } .

Dimostrazione del lemma 2.3. -  Possiamo intanto supporre J [u] =  o 
poiché se fosse J [2̂ ] <c o dal lemma 1.2 seguirebbe 2 (]V[) =  0  e il teorema 
sarebbe già dimostrato. Per dimostrare il teorema basta verificare che se esiste 
una v appartenente a £  (M) essa è proporzionale a «  ed è M -soluzione.

Sia p e S ( M ) ,  dal lemma 1.2 segue che m  (9 , 9) ( =  J [9]) >  o, 
V9 e Ho(Q). Sia X >  o tale che per X >  X la forma m (9 , 9) -f- X (<p , 9)L2(fJ) 
è coercitiva in HJ(£2) (cfr. [16], pag. 200 e sgg.).

Consideriamo ora il seguente problema

(8)
» * ( / > ? ) + *  ( A  9)l .(q, =  T 

/ e H j ( Ü ) .

V9 e Hj(Ü)

con T e L2 (fi)

È noto che 1 operatore associato al problema (8) è dotato di operatore inverso 
Gx autoaggiunto e completamente continuo in L2(Q) (cfr. [16], pag. 204 e sgg.). 
Ne segue che per il primo auto valore del problema:

(9) i * ) + * ( / ,  ?)L.(0)— V- (/■  9)l .(0) =  o , V9 6 Hj(D)
j / e H j ( Q )

sussistono le seguenti proprietà: 

d) fjq >  o

est. inf OT(9 , *> +  V? ■ tW )b)
H0(Q) La(fì)

c) ogni funzione w  di Ho(Q) per cui si ha:

m (w tw)  +  ^{w ,w)U(Q) _  . m ( 9 , 9 )  +  X ( y  , 9 )L8(fì)

H j(0 ) II^Sl-CQ)

è una autófufizione relativa all’autovalore [i. 
Poiché il seguente problema

( X ( / , 9)l *(o, =  °»
( / 6 H j ( Q )

V 96 Hj(Q)(io)
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è equivalente al (9) ove si ponga p. =  X +  X, se denotiamo con Xx il primo 
autovalore di (io) si ha [jl1= X 1 + X .  Poiché m ( 9 , 9 )  >  o , V<p € H j ( 0 ), 
m (u , u) =  o, segue da B)

\ x =  est, inf ?  ’ ?) =  ^  u) -=  0
h|(Q) '1

e, quindi, da c) che u è una autofunzione per il problema (io) relativa a X =  o: 
cioè u e S (M) n  Hj (Q).

Dal lemma 2.2 segue allora l’asserto.

Dimostrazione del teorema 2. -  Poiché 2 ( M ) C 2 (M), per il lemma 2.3 
si ha immediatamente che 2  (M) o è vuoto o coincide con l’insieme {tu  , t  >  0}  ; 
dalla (4) dell’osservazione I di [14] segue poi l ’asserto.

Dimostrazione del teorema 2'. -  Poiché V [u] = l (u , u) —  J [u] ,
/  (u , u) <  o e V [u] >  o, allora J \u\ <  o ; e quindi in virtù del teorema 2 
si ha l’asserto.

Come corollari del teorema 2 si ottengono alcune proprietà del primo 
auto valore Xi (A) del seguente problema di Dirichlet:

( I k y  u*i +  Y«<P] dx — \ ( u  , 9)l .(A) =  o , V9 e Hj (A)
( u )  {

( « € H j ( A )

ove A  è un aperto contenuto in O eventualmente coincidente con esso.
Gli autovalori di ( n )  costituiscono una successione (X^(A)} tale che

^ (A ) <  X̂ +1 (A) , lim Xh (A) =  +  00 (cfr. [16] pag. 203 e sgg.)
h—>oo

e inoltre: \ h (A) >  \ h (Û) (cfr. [13] appendice I) (3).

COROLLARIO 2.1. -  La varietà lineare delle autofunzioni corrispondenti a l 
prim o autovalore Xi(A) ha dimensione uno (cioè Xi(A) è semplice).

Dimostrazione. In virtù del teorema 6.1 di [5] esiste una autofunzione zq 
corrispondente a Xx(A) positiva in A. Supponiamo che Xi(A) non sia sem­
plice; esiste allora una autofunzione w 1 ortogonale a zq; la ze/x cambia quindi 
di segno in A; denotiamo con A i l’aperto non vuoto non coincidente con A  
tale che: zeq >  o in Ai., w \ <  o in A — A i, Se poniamo

w 1 in Ai 
o fuori di A i ,

(3) I corollari, seguenti 2.1 e 2.2 sono stati aggiunti in bozze dopò aver visto il 
lavoro [2], dove tali risultati sono ottenuti in un caso più generale del nostro (equazioni 
non autoaggiunte). A bbiam o tu ttav ia  ritenuto opportuno mostrare come nel nostro caso si 
ottengano im m ediatam ente dal teorema 2.
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si ha in particolare: w x >  o in Ai , w x e Ho (Ai) , e

j  U A y +  T^i] dx — >1 (A) (wy , w1)LS(AJ=  o ;
A,

poiché d ’altronde si ha: v1 è H ^A i) e

J [(3Cy(z,i X <Pxy +  Y»i?]d^ — Xi(A)(z/!,cp)L!(Ai)=  o , v<p e Hj(Al) ,
A,

dal teorem a 2 seguirebbe che v \ o cam bia di segno in A i o è proporzionale 
a w 1 ; m a questo è assurdo poiché v\ >  o in A.

C o r o l l a r io  2.2. -  Se A G O , A  4= £2 ; allora Ai (A) > A i(Q ).

Dimostrazione. -  Siano Ui e H j (A) e v± e H j (£2) tali che:

j (ui)xì ?*,- +  Y«i ?] d^r —  Ai (A) ( « i , <p)L,(A) =  o , V9 e H J (A)
A

J [<V '0 i)*,- <Pxy +  T»i <p] da; —  Xi (Q ) (z/x , <p)LS(ß) =  o  , V<p 6 H j  (Q ) .
Q

Per il corollario 2.1 e il teorem a 6.1 di [5] si ha: « 1 > o i n A ,  v 1 > o i n  Q. 
Supponiam o h  (A)  =  Xi (Q); poiché si ha: vi e HV A ) e

j  <f>xj +  V >1 <p] da; —  Xi ( Q )  ( V l  „ <p)L,(A) = o , V9 e Hj (A ) ,
A

il teorem a 2 può essere applicato a Ui e v± in A e si dovrebbe concludere che 
Vi o cam bia di segno in A  o è proporzionale a Ui . M a questa conclusione 
contraddice la positività di zq in £2.
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