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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 16 giugno 1972

Presiede #/ Presidente BENIAMINO SEGRE

SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Swr 'indgquation o évolution de Navier—-Stokes.
Nota IIT di Marco Biror: ), presentata “? dal Corrisp. L.. AMERTO.

RIASSUNTO. — Si dimostra il Teorema 4, enunciato nella Nota I, e si da un esempio
di applicazione dei Teoremi 3 e 4, enunciati nella Nota I.

§ 3. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

Soit # un entier positif; considérons le probléeme

ta

60 [Ke0.00—u0) +uwd, v 0—um +

£
FO @), u(t), v (@) —u@®) — @), 0 @) —u @) dt=
_>.";“ {lv@) —u@)|—|v &) —u @}, 1t € [—n,+ o]
Vo B ehe(—n,+00;V)  avee (et (—n,+ oo;H)
v()eK p.p. dans [—#, 4 oof
u ()€ G (—n, +00;V)NC(—n,+o00;H)  u(@)eK
pP-p. dans [—#n,+o0] , #u(—#n)=o0.
De (2,27) on a que le probléme (3,1) a une solution , ().
(%) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito usufruendo di
una borsa di studio del C.N.R. presso I’Universitd di Parigi.

(**) Nella seduta del 12 febbraio 1972.

59, — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fasc. 6.



812 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LII — giugno 1972 [470]

Démontrons maintenant des éstimations sur u, (£). Posons dans (3,1)
v(f)=o0; on a
2
(3:2) f {—va (1), 4 @) + (F @) s sty @)} dt = L {00, @) [P — |, (1))

L1

Posons M = Szp- £ OI; on a
33 S {u@f—|u, <z1>|2}sf<M—va‘|u,, O N, @] de.
De (3,3) par le méme procédé de [3], on a
t+1
(3.4) @<y (IOl

p.p. sur [—#, 4 oof.
Indiquons encore par #,(#) la prolongée & R de #,(#) par 0 et démon-
trons qu'on peut extraire de #,(¢) une sous—suite de fonctions equicontinues.
Soit 7, € [—#, + oo[ avec u,(¢,) € V; posons v(f) = u,(#) dans (3,1); on
a, H <y,

(3.9 10— @ < [ (0 (0, 0 ) +

T & (o, (8) 4, (@) s 2, (1)) —(F (@) s 24, (81) — 0, () } 2.

De (3,5) par la méme méthode utilisée au Théoréme précédent on
démontre que, fixé o positif arbitraire, il y a 8, qui depende de ¢ et de
l|2, (#)1I, tel que

|4, (21 + 8) —u, @) < &

0< 3 < d, et § ne depende pas de .
Posons maintenant

u(t+ 8) —u(t

wy(?) = >

w40+ u(?)
05 () =

137 060 (&) + 05, () = 0,

Bsq (21) = 05 (20).
On a, [8],

36) lim B, () = 6,(0)
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dans leoc (—n,+ oo; V) et dans C (—n, + oco; H)
Oy () € B (— 1, + 005 H)
s, () €K p.p. sur [—#n, + oof

<jd[ Oy (2) , Oy (£) — 05 (¢)> <o.

Considérons les deux rélations

¢

(3.7) J; i—z;(s),v(s)—u,,(s+8)> +vd(u,,(s+8),v(s)—u,,(s—i—8))—|—

+é<u,,<s+8>,u,,<s+8>,v<s>>—<f<s+8>,v<s>—u,,<s+8>>§ ds>
= {[v@)—u s+ O —|v(t) —u, (6 + O}

68 K@ v O — 0@ +ve 00—, () —
b ()1, v E) = (), 06— ()] d =
= {0 () —u, () — v (&) —u, @[}
Posons ‘v (£) = 0s, (¢); de (3,7) et (3,8) on a
§f§%a<un<s+8>,es;<s — 1, (5 4 8) + @ (%, (5) , Oy (5) — 2, (s)) +
g 6 G (s +8) 4, (5 4 8), Ban () — 4, (5 + 8)) +
5 6., (5) 2, (5) s B0 (5) — 4y (5)) — & (£ () Ooq () — 0, (5)) +
o s+ 8), 0y (5) — 2, (s + 8){ ds >
= 2 {] 80 () — 2, (¢ + O)* + | 0, () — 1, (D) —

— | B (22) — 2, (21 + 8) |2 — | 8 () — m, ()P}

dont, en passant & la limite pour % —o0, on a
¢

f f—va (wy (5) , 205 () + & (ot (s + 3) , 1, (s + ) , 20y (5)) —

0 () %,(5) , w5 () — (f (s +8) —F (), (s +8) —u(s)H} ds >
2% {lws O — |5 @)}
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Par des procédés analogues & ceux utilisés dans la démonstration du
Théoréme 3, on a

|ws<z>| <—+J{—vnws<s>u + b (1 (5) , 0, (5) , wy (5)) —
—(fE+H—f), u(s+8)—u(s)>}ds<_+

+ ¢ f ll26, ()P | 205 (s)|* ds — J"<f<s+s> —F () 5 (s + 8) — 2, (s)) ds.

%

Fixé #, qui varie dans un interval borné, on peut supposer, sans perdre de
généralité,

JSC+D—f @+~ ds < =

pour 0 < 3 < 3.
On a alors

t
@< 4o J 124, ()1 |25 (5)]* ds.

Du lemme de Gronwall, [2] pag. 135, on a

t
20, [ o)) ds

2 2 L
Sles@f< e ;

dont, dans [#,# -+ 2], on a
o e
|ws ()| < e
et
|20, (2 + &) —u, (B)] < = e““

pour 0 < 3 < §,.
+1
Etant f”un @IFds<e, il y a dans chaque interval [#,# -+ 1] un
; .

point 7, tel que [l«, ()| < Ve.

On peut alors découper linterval [—#, + oo dans des intervals par-
tiels de mesure 2 et ainsi conclure que les #, (f) sont equicontinues sur R.

De (3,4) et du Lemme 1 [3], on peut supposer, alors, sans perdre de gén*-
ralité,

(3,9) lim u, () = (z)  dans oo (R; H).
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De (3,4) on peut aussi supposer, sans perdre de généralité,

(3,10)  lim* %, (#) =u () dans Sh.(41,%;V)  V#,4€R.

De (3,9) on déduit, ﬁXé tl y tze R,

G lm o) —w, )= v () —u@)] i=1,2

(312)  lim f <‘3TZ () ,v(t)——u,,(t)> df = <fi‘—’; (z‘),zx(t)—u(t)> ds.

I3}

De (3,10) on déduit que

¢

J.a W@, v () ds

21

G1y)  Jim [ae),00)d =

n—>00
3

(3,14) min lim | @ (, (¢), », (¢)) d > fa (u (2) , u (2) d¢

t

Gr9  im [(FO.0O—u @)= [FOvO—u @)

De (3,10) on a

(3,16) lim* 251 (f y X) Uno (l s x) = Y1,2 (t , X)

dans € (7, #,; ® (Q)) et
hm%ln(t;x)uz»z(l‘:x) = %l(t,x)u2<t,x)
p.p. dans [#;, 2] X Q; donc, [8] pag. 12,

(3,17) Yag (2, %) = uy (¢, %) uy (¢, %).

De (3,16) (3,17) on a
(3,18) f?}(%n @), uy (), v () — u, () dt =/5(%n @y, (@, v()dt—

»fb(u(t),u(z‘),v(t))dz‘=fé(u(t),u(z‘),v(t)—u(t))dt.
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De (3,11) (3,12) (3,13) (3,14) (3,15) (3,16) (3,17) on peut conclure que  (¥)
est solution de (1,4) et on a en plus

41
(3,19) vOl=5  [le@Pd<.

Démontrons maintenant que si M < (va)?,  (¢) est I'unique solution de (1,4)
avec Sup |z (£)| < va.
R

Supposons qu'il y a deux solution 7, () et uy(2) de (1,4), telles que

[21 (B)| , |22 ()] < var.
Posons, fixé ¢, #,,

w () = () ;”1 @

0 )= 1(#) + us (2)
78, (1) 4 0, () = 0.(0)
0q (2) = 0 (20).

lim 0, () = 0 (¢)

n—0

dans €2 (7 ,2,; V) et dans C (4,4 ; H)
0,® €K p.p. dans [z, 2]

6,0 (1, 45 H)

\dte @, 0, (z)—ﬁ(t)><o

Posons dans (1,4) v (¢) = 0, (9
[ 00,00 =m0+ 000, 0,0 —m @) +
+ 8@, 1@, 0O — () — (£, 0,) —m @) dr >
= {10, (&) — o ()P — |6, (0) — ua (1)}
[Kat@: 60— u®>+v0 w060 —nuo+

6z (8) s (8), 00 (B) — 12 () — (f (1), 0y (&) — s (D) dt =
=2 {10, (1) — o ()P — ] 6, () — e D[},
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dont
fﬁ

J' gg @ (t), 0,(8) — (&) + @ (g (2), By (&) — 4 (8)) +

£

+ % 6 (ur(8), u1 (), 0y () — 21 (1)) +
b, 1D, 0 ) — 1 () — (1), 0,&)— 0 2 de =

> {10, (1) — 201 (1) [* + | 0, (6) — s (1) —
— (00 (1) — o1 (2| — | 0 () — 22 (1) [°}.

En passant a la limite pour 1 —o0 on a

1y

J e @, @) + 6 @) u (&), w () —

3%

— b (s (2) g (2) w0 ()} de = {|w @) [P — | &) [*}

j{—v lwOIF 46w @), 0@, w @} de =5 (| @) — @ @[3

[ v lw@l+1m®] e @l a2 L (w@l —we .
Il y a alors £ >0 tel que
Jelw@lie @=L (lw @ — v @)

dont, par la méme méthode utilisée par I'A. dans [4], on a w (¥) =0 et la
thése est ainsi démontrée. ; ;
Démontrons maintenant la partie concernante la presque périodicité par
une méthode classique [1]. ' ‘
Démontrons que pour toutes suites {/,} réelles, il y a une sous-suite
{£:}, telle que '
limwu (@ +£4)=u,() dans ¢ (R;H);
”n —>00
ainsi la. presque périodicité de # (£) dans H sera démontrée.
De la partie précédente de la démostration on déduit que # () est unifor-
mément continue sur R dans H, donc la suite {2z (# + /,)} est composée de
fonctions equicontinues dans H sur R. R
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+1

Etant j lloe (s 2,)|7 ds < ¢, pour le Lemme 1 de [3], on peut supposer,

o/

sans perdre de généralité
im o (¢ 4 7,) = u;(¢) dans C(¢,,%; H)

lim*« (¢ 4+ 7,) = u,(¢#)  dans $%(4,%4;V) V4,%€R

7—>00

lim f(t+ +2)=f(¢  dans C(R;H).

Supposons maintenant que la thése soit fausse. II y a alors deux sous—
suites de {/,}, {Zu1} et {/;3} et une suite {#} telles que

|20 (G + 2p) —u (b + L) = p > 0.
Posons Yy =1, + i1, Yia =12 + fg; on a
(3,20) |2 (Ya) — 2 (Ys2)| = p > 0.

Considérons les deux suites {2z (£ + v,)} et {u (¢ + Yu)}; utilisant le
méme procédé de la partie précédente, on a qu'on peut supposer sans per-
dre de généralité

lim 2 (2 + v,;) = uy,(f)  dans $% (4,4 ; H)

k—> 400

m™ 2 (¢ + ¥4,) = uy, (2) dans (4 ,2,;V) V¢, €R
k—>+00 )

lim £+ v.) =/, (@ dans Y (R; H).

k—>00

De ces relations, en utilisant des méthodes deja utilisée dans une autre
partie de la démonstration, on déduit.que u, (#) et u,, (#) sont des solutions
de TI'inéquation

£y

f% DB vO—u®>+va @), o) —u®) +

£

Ho@ @, @), v @) —u ) — O, 0O —u @) dt=
2 {le@—u@f —low)—u®W[};  4,k€R
Vo B esheR;V)  avee (e R;H)

v(#)eK p.p.
u(@®esh. R; V)NC(R; H) u(@)eK p.p.
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On a
Sup |uy, ()], Sup |uy, ()] < va
R R

Pour la partie de la démonstration concernante I'unicité, on a alors

ty, (1) = 1, (2).
De (3,20) on a
| 2, (0) — 2, (0)| = p >0,

donc on tombe dans I'absurde et la thése est ainsi démontrée.
Par des méthodes analogues & ceux utilisées dans la partie concernante
I'unicité, on deduit que # () est S*~presque périodique dans V.

§ 4. UN EXEMPLE D’APPLICATION DES THEOREMES 3, 4

Posons ‘
K={v()|v@x)eV v@x)>0 pp. sur Q}.

Est alors possible appliquer les Théorémes 3, 4 a (1,3) et (I,4).
Dans ce cas le probleme (1,3) est formellement équivalent au probléme

2
2 8 )
%(Z‘,x)——vAu(z‘,x) —I—zé{ui(z‘,x) 5}% ,x) =

=f(t,x)—grad p (¢, x) dans [0, T]XQ ot =u(t,x)>o0

u(t,x) =o0 ailleurs dans [0, T]xQ
diva (¢,x) =0 dans [o,T]xQ
u(t,x)=o0 dans [o,T]x2Q
u(0,x) = uy () dans Q.

Le probleme (1,4) est formellement équivalent au probléeme

i 2
2, - 2
St 2) —Au (2, %) +g{ w, (¢, %) _i@ ¢, %) =

=f(¢,x)—grad p (x) dans [0, T]xQ ou u(t,x)>o0
w(t,x) = 6 ailleurs dans [o0,T]xQ

diiv u(t,x)=o0 dans [o,T}xQ

u(t,x)=o0 dans [o,T]x2Q

% (0,x) = uy (x) dans Q.
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