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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta del 16 giugno 19J2 

Presiede i l  Presidente B eniamino S egre

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofìsica)

M atem atica . —- S u r  T  inéquati on dé évolution de N a v ie r—Stokes. 
N ota I I I  di M a r c o  B i r o l i  (*}, presentata (*#) dal Corrisp. L . A m e r i o .

RIASSUNTO. — Si dimostra il Teorema 4, enunciato nella Nota I, e si da un esempio 
di applicazione dei Teoremi 3 e 4, enunciati nella Nota I.

§ 3. D é m o n s t r a t io n  d u  T h é o r è m e  4.

Soit n un entier positif; considérons le problème

t2

(3-D J  1 ^ 1 7 ( 0  , v ( t )  —  u ( t ) y  +  va ( u ( t )  , v ( t )  —  u{t))  +

+  b ( u  (t) , u  (t) , v ( t )  —  u  (t)) —  (t) —  u (#)) j cit  >

> " { | » 0 2 )  — —  |.w (0  —  ^ ( 0 | 2}. h  , t2 e [—  « , +  oo[

Vv (t) e £?oc (—  n , +  oo ; V) avec ~  (t) e £?oc (— n , +  oo ; H) 

v\ (,t) e K p.p. dans [— n , -f  00[

« ( 0 € ? ?oc(—  » ,  +  go ; V) n  C (—  n  , + o o ; H )  u (t) 6 K 

p.p. dans [—  n  , +  oo] , u  (—  n) — o .

De (2,27) on a que le problème (3,1) a une solution u n (t).

(*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito usufruendo di 
una borsa di studio del C.N.R. presso PUniversità di Parigi.

(**) Nella seduta del 12 febbraio 1972.

59. — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fase. 6.
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D ém ontrons m aintenant des éstimations sur u n (t). Posons dans (3,1) 
v (t) =  o; on a

t'i

(3-2) J {—  và (*„ (t) , u (fj) +  < / (t) , un (/)>} àt  >  ~  { I Un (t2) I2 — I u„ (ty) I2} .
ti

Posons M =  Sup | | / ( 7)||*; on a
R

2̂
(3-3) -  { I « .  (fa) I2 — I u n (/j) va'| «„ (t) I ) Il «„ (Z) Il d t .

ti

De (3,3) par le même procédé de [3], on a

(3.4) J IIu n 0 ) II2 d j <  c
t

p.p. sur [— n  , -j- oo[.
Indiquons encore par un(t) la prolongée à R  de un(t) par O et dém on

trons q u ’on peut extraire de un(t) une sous-suite de fonctions equicontinues.
Soit T e [— n , - f  oo[ avec posons v(t)  =  un(ty) dans (3,1); on

a, ty <  t2,
h

(3 >5) ~ \ un (fl) u n (̂ 2) I <  j' { (u„ (f) , Un (ty)) -|-
d

+  b K  (0  > Un (f) , (fl)) — < / (O , U„ (ty) —  Un (t)) } d t .

De (3,5) par la même méthode utilisée au Théorèm e précédent on 
dém ontre que, fixé a positif arbitraire, il y a 80, qui depende de a et de
Il «„(fi) II. tel que

I u„ (T +  S) —  un (ty) |2 <  a

o <  8 <  80 et 80 ne depende pas de n.
Posons m aintenant

Ws(t]) =  + ^  —

^  _  u (t S) -f- u (t)

^ ^  ®8yì W =

08n (jl) — (̂ 1) .

lim 0Syj (t) ■== 08(» 
n-> 0

On a, [8]

(3,6)
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dans i t e  (— n , +  00 ; V) et dans Cioc (— n  , +  00 ; H)

~  6st) 00 € £?oc (— » , +  00 ; H)

Os?) 00 6 K p.p. sur [— n , +  00[

< ^ - 0 8 , ( O . O 8 , ( O - e s ( O > < o .

Considérons les deux relations
t

(3>7) J  (-0 > & CO —  (s +  8)^> +  va (un (s +  S) , v (s) —  un (s +  S)) +
tx

+  b (u n (s +  S) , u„ (s - f  S) , V (s)) — ( f  (s +  S) , V (s) —  u n (s +  8)) j d j  >  

>  -  { I V (t) — «„ (S. +  S)I2 -  I 0 & ) -  U„ &  +  S)I2}

t

(3>8) J  j<3g" (J) ’ v(é)  —  u n (S)>  +  («» CO , v ( t )  —  u n (s)) —
tx

—  b (u n (O . «* CO , v (s)) —  ( /  (s) , v (s) —  u n C0}j ds >  

> ± { \ v ( s ) - u „ ( s ) f - \ v  & ) -  u n (O  I2}.

Posons v (f) =  e8r) (/); de (3,7) et (3,8) on a
t

Y  J  \ y  a (u ” (s "O 8) ’ 0Sti (s) u »(s +  &)) -+- — a (u„ (s) , 0Sr) (s) —  u n (s)) +
h

+  y  b (un (s +  8) , u n (s +  8) , 0S„ CO —  u„ (s -+- S)) +

^ V b (Un CO y U n CO ) 08y) CO ■ U n CO) ~  ( f  CO y 6gr) (-S') Un (sf)

+  - < / ( *  +  8) , 6«, (s) —  u H (s +  8))| d j  >

^  — { I %r> ( f )  u „  ( t  +  8) |2 -f- I 087) (?) -- U„ ( f )  |2---

—  I 0«. (*Ù -  « n (tx +  S) I2 -  I 0S,  (/j) — u„ (tl) I2 } ; 

dont, en passant à la limite pour 73 o, on a
t

J  {— va (ws (s) , w s (s)) +  b ( u n (s +  S) , u n (s +  8) , w s (s)) — 
t\

—  b(un(s) , u„(s) , w s (s)) — { f ( s  +  8) — f  (s) , u ( s  +  8) —  u (j)>) ds >

^  — (I w s ( t ) f  —  |w s (^i)|2}.,
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P ar des procédés analogues à ceux utilisés dans la dém onstration du 
Théorèm e 3, on a

t

T  I ( 0 12 ^  +  j  {— v II w s (s) II2 +  b (w8 (s) , u n (s) , w s (s)) —
h

—’ Cf(s +  8) —/ (s) , u ( s  '+S)  — u (s))} d j <  -^— [-

t t

+  cz J  IIu « 0 )  II2 I w s 0 )  I2 d-f —  j  < / (s +  §) — /  (s) , u n (s +  S) —  u n (s)) d s .
t\ t\

Fixé t , qui varie dans un interval borné, on peut supposer, sans perdre de 
généralité,

t

j  ( / ( s  +  8) — / ( s )  , Un (s +  8) — 0)> di <
fi

pour o <  S <  §0.
On a alors

t

~  IW8 (t) I2 <  — +  ri J II Un (s) II2 I ws (s) |2 di'.
fi

Du lemme de Gronwall, [2] pag. 135, on a

t

2*i f  ||«(j)||,dj

- K « I 2 < V  ;

dont, dans [tt , t± -f- 2]

et

on a

| o 'a ( 0 | ^  —

(? +  8) —  u„ (t) I <  eu 'c

pour o <  § <  §0.

É tan t J  \\un (^)||2 ds <  c, il y a dans chaque interval [ t , t  +  1] un
t

point t, tel que \\un ( ï ) \ \ <  ]/c .
On peut alors découper l’interval [— n , +  ° ° [  dans des intervals p a r

tiels de m esure 2 et ainsi conclure que les u n (t) sont equicontinues sur R.
Dé (3,4) et du Lem m e 1 [3], on peut supposer, alors, sans perdre de géné

ralité,

(3 >9) lim un (ït) =  u (t) dans ££c (R ; H) .
«-4 00



[473] Marco Biroli, Sur l'inéquation d'évolution de Navìer-Stokes. -  I I I 8 i 5

De (3,4) on peut aussi supposer, sans perdre de généralité,

(3.10) lim* u„ (t) =  u (f) dans 2?oc (/1, h  ! V) ' i t l , t2 e R .
« - 4  00

De (3)9) on déduit, fixé tx , t2 e R,

(3.11) lim I z» (O  —  u„ (*,) I2 =  I ^ f t )  —  « (Y.) |2 Ì =
« -> OO

^2 / 2

(3d2) —
/ l  tx

De (3,10) on déduit que

fi t%

(3-13) lim I æ («„ (Y) , v (Y)) d/ =  I a(u(t)  , v  (t)) d/
«̂ OO J J

h  tx

f2 t%

(3.14) m in lim I a (un (t) , (2?)) d / >  I a (u (t) , u  (Y)) djf
»-> OO J J

^2 ^2

(3.15) lim f </(*) > *> (0  —  «» (0) djf =  | < / (? ) ,v ( f )  —  « ( 0 ) d / .w->oo J J
fl t%

De (3,10) on a

(3, ï6) lim* u„i ( t , x) un2 ( t , %) =  Z1>2 (t , X
« —> OO

dans 22 (Y, , t2 ; £2 (ü)) et

lim «1m (Y , x) u2n { t , x) =  (Y , a;) (/ , x)
n  —>  00

p.p. dans [ / | , /2] XÜ; donc, [8] pag. 12,

(3.17) X12 (t- ,x )  =  ux ( t,  x) u2 ( t , x).

De (3-16) (3,17) on a

i , 2

( 3, 18) J  b (un ( t) , u„ ( t) , v (t) —  u n (t)) à t  =  J  b (u„ (t) , ,  u„ (t) , v (t)) d  t  -
h /,

f% /2

-> j  b (u (t) , u ( t )  , v  (t)) d  t  ~  j  b (u (f) > ^  ( 0  > v  ( 0  ■—  ^  ( 0 )  d / .
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De (3>11 ) (3. 12) (3. 13) (3.14) (3>15) (3»16) (3>17) on peut conclure que u ( t )  
est solution de (1,4) et on a en plus

m

(3,19) J «(01  J lk G O il2 ^ ^ -
t

Dém ontrons m aintenant que si M <  (va)2, u (t) est l’unique solution de (1,4) 
avec Sup | u (t) | <  va.

R

Supposons q u ’il y a deux solution u x (t) et u 2 (f) de (1,4), telles que
I «1 (01 » I ^2 (0

Posons, fixé tx , t2,
w  ^  =  2̂ (/) — U! (/)

g ^  _  ui W +  {t)

^ 071 (0  +  % (0  =  9 00

01 ,(0  =  8 ( 0 . '
On a

lim Qy, (t) — 0 (/)
T) — > 0

dans £2 (t1 , t2 ; V) et dans C (ty , /2 ; H)

dy, (0  e K p.p. dans [ty , t2]

—  ^ { t ) e < ? ( t y , t 2 ;H )

Posons dans (1,4) v (t) =  0  ̂ (/)
h

j  )< (^7  % (0  , e„ (0  — U y ( 0 >  +  VÆ («, ( 0 , 6r, (0  — U y  (0) +
*1

+ b (%  (0  » %  ( 0 ,  fl?, (0  —  u \  (0) — < / ( 0 .071 (0  —  ^1 (0) j ^

>  -  {  I 07, W  -  « 1  ( 0 ) | 2 -  I 07, ( * l )  -  « 1  f / l ) | 2 }

J  d* »̂-CO ’ ^ C0 u2 (0/’ + (u% (0 > 07] (0 — ui (0) +
<1

+ b («2 (0. u i (0.071 (0 — u 2 (0) — (/(0 > 071 (0 — (0) j d/ ̂
^  { I 071 O2) ^2 (O) 1 I 07) (0) m2 (0) |2 } J
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dont
if2

J  [ t  a i Ui (*) - M O  ~  * i(0 )  +  y  Æ (“ 2 (0 >0n (0  — u t 0)) +

~   ̂(% (0 » ^100 ) 67] (0 ^1 (0) H~

+  — ^ («2 (0 , «2 (0 . öti (0  —  «2 (0 ) —  ( /  O D ö„ (0  — e (0 ) |  àt  >

— { I 0̂  (4) U 1 (̂ 2) |2 +  I 07) (̂ 2) ---u2> (4) |2 ---

I dyj (t±) Ul (t^) I I 67] (t±) U% (/j) I } .

En passant à la limite pour yj -> o on a

ji

j  {— VÆ (w (f) » 00) +  b (ux (i)., ux (/) , ze> OD) —
h

—  b (u2 (t) , (if) , w (if))} At >  — { I w  (i'a) |2 —  I w  (tj) |2}

2̂
J { — v \ \ w ( t ) f  + b ( w ( t )  , uyit) , w { t ))} d t > — { \ w  (/2) f  —  \w  (tj) |2}
h

12

j  (— v tf |o r(* ) |:+ |« i(* ) | |w (i') |)  ||ze/(^)||d if>— {|ze;(if2) |2 — I w ^ ) ! 2}.
*1

Il y a alors % >  o tel que

2̂

J  S l o ' W I  l|w (i,)|| d i - > — {| w( ^2) | 2 —  j w (O l2}
h

dont, par la même m éthode utilisée par TA. dans [4], on a w  (t) =  o et la 
thèse est ainsi démontrée.

Dém ontrons m aintenant la partie concernante la presque périodicité par 
une m éthode classique [1].

D ém ontrons que pour toutes suites {/„} réelles, il y a une sous-suite 
{/,*}, telle que

lim u ( t  +  l 'n) =  Ui (t) dans £°° (R ; H) ;
«-> 00

ainsi la presque périodicité de u (t) dans H sera démontrée.
De la partie précédente de la dém ostration on déduit que u  (t) est unifor

m ém ent continue sur R dans H, donc la suite { u  ( t est composée de 
fonctions equicontinues dans H sur R.
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m

É tan t j IIu (s -j- /w) ||2 ds <  cì pour le Lemme 1 de [3], on peut supposer, 

sans perdre de généralité

lim u (t +  4 ) =  u t (t) dans C ( 4 , 4  ; H)
« -> 0 0

lim* u  (t +  Q  =  Ul (t) dans fi'2 (4  , t2 ; V) V4 ,72 e R
« -> 0 0

lim /  (? +  /„) = / ,  (t) dans C (R ; H) .
« -> 0 0

Supposons m ain tenant que la thèse soit fausse. Il y a  alors deux sous- 
suites de {/B}, {4 i}  et {42} et une suite {4}  telles que

Iu (4  +  4 i) —  u  (4  +  42) I >  p >  o .

Posons Y«. =  4  +  4 i > Ym =  4  +  4 2 ; on a 

(3.20) I u  —  u  (y i2) I >  p >  o .

Considérons les deux suites { u ( t  +  Yn )} et {« ( / +  yi2)};  u tilisant le 
meme procede de la partie précédente, on a q u ’on peut supposer sans per- 
dre de généralité

lim  u ( t  +  14;) =  uy .{?) d a n s fi00 4 , , U ; H )
k —>■ -f- OO

lim *  u  (? +  y w) =  u y . ( 4 d a n s fi2 (4 , 4  ; V )  Vf, , e  R
Æ—> + 00

lim  / ( V  +  14;) = / Y ( 4
k —>• OO

d a n s  fi00 (R  ; H ) .

De ces relations, en utilisant des méthodes déjà utilisée dans une autre 
partie de la dem onstration, on déduit que uyx (£) et (f) sont des solutions 
de l’inéquation

J" >v (4 u (4̂ / s>a (?& (4 I v (?) u (?)). -t~
h

+  b ( u ( t )  , u ( t )  , v (4  —  u  (?)) —  </Y (?) , v (?) — u  (4) j d( >

^  Y  1 1 ^ (4) —  « (4) |2 ~  \ v (4) —  u  (4) |2 } ; 4 , 4 e R

Vv (4  e fifoc (R ; V) avec --- (/) e fi'L (R ; H)

V  ( f )  e K p.p.

u (?) e fi’L  (R ; V) n  C (R ; H) u(?) e K p.p.
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On a

Sup I uyi (t) I , Sup \uy2 (f) I <  va
R R

Pour la partie de la dém onstration concernante l’unicité, on a alors

u yx {f) =  u y2 (t) .

De (3,20) on a

K x ( o )  —  « Y , ( o ) |  >  p >  O ,

done on tom be dans l’absurde et la thèse est ainsi démontrée.
P ar des méthodes analogues à ceux utilisées dans la partie concernante 

l’unicité, on déduit que u (t) est S2-presque périodique dans V.

§ 4. U n exemple d’application des Théorèmes 3, 4 

Posons

K =  {v (-x) I v (x) e V v ( x ) > o  p.p. sur Q}.

Est alors possible appliquer les Théorèm es 3, 4 a (1,3) et (1,4).
Dans ce cas le problèm e (1,3) est formellement équivalent au problèm e

(t , x )  vAu ( t , x) +  u { ( t , x) ( t , x) =■
i = 1

=  f ( t i x ) —  grad P (t y x)  dans [o , T] X O où u ( t ,  x)  >  o

u ( t  y x) =  o ailleurs dans [o , T ] x û

div u ( t , x) =  o dans [ o , T ] x û

u ( t  , x )  =  o dans [o ,T ] x

u  (o , x) =  u 0 (x )  dans Q .

Le problèm e (1,4) est formellement équivalent au problème

^U y v — vA u ( t ,.x) + t*
Z =1

li ( t , x) , x )  =

—  grad p (x) dans [° >T] x û

u ( t , x)  = 0 ailleurs dans [° >T] x ü

0- 8 ) =  0 dans [ ° ,  T] x O

u { t , x) = 0 dans [ ° ,  T] x a o

u (p , x)  = : Uq (x ) dans Q .

o ù  U ( /  , x )  >  O
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