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Meccanica. — Comportamento quantistico di una particella rispetto
ad un osservatore uniformemente ruotante in Relativita ristretta ©.
Nota di CarLo VENINI, presentata @? dal Socio B. Finzr.

SUMMARY. — Within the terms of relativistic quantum mechanics is determined the
behaviour of a material particle in a uniformly rotating system of reference. The particle
is likely to be found in the region that, on the contrary, is unreached according to the usual
theory of Relativity. The previous result is in conformity with. the Heisenberg uncertainty
principle.

In un riferimento inerziale dello spazio-tempo pseudoeuclideo della
Relativita ristretta lo stato quantico di una particella materiale libera & fornito
dall’equazione differenziale di Klein-Gordon [1]. In tale equazione inter-
viene come incognita la funzione di stato ¢, di cui ¢ ben noto il significato
fisico: il prodotto ¢ ¢*, con {* complessa coniugata di ¢, da la misura della
densitd di probabilita che possiede il corpuscolo di trovarsi, ad un determinato
istante, in una assegnata posizione dello spazio. La precedente equazione
puo facilmente porsi in forma tensoriale; sotto tale forma risulta valida allora
in un generico sistema di riferimento.

In questa Nota, introducendo l'ipotesi quantistica, determino il compor-
tamento relativistico di un corpuscolo, non soggetto a forze effettive, in un
riferimento O’ in moto rotatorio uniforme rispetto ad un riferimento inerziale O.

Detta o l'intensita costante della velocitd angolare tridimensionale, I'inte-
grazione dell’equazione di stato implica che la densita di probabilitd abbia
un andamento oscillante al variare della distanza 7' della particella dall’asse
di rotazione ¢ tenda-a zero al tendere di 7' all’infinito.

‘Tale andamento non risulta tuttavia periodico, poiche¢ I'ampiezza delle
oscillazioni va decrescendo al crescere di #' e assume un valore costante per
7" sufficientemente elevato; tale costante dipende dall’istante # che si considera
e dall’anomalia 9’.

Osserviamo che la regione 7 > ¢/w (con ¢ velocita della luce nel vuoto
rispetto ad ogni osservatore inerziale) & in tal modo accessibile al corpuscolo;
cid non accade invece, ritenendo © indipendente dai punti solidali con O [2],
nell'ordinaria teoria della Relativita ristretta, le cui leggi, per »' > ¢/w, for-
niscono una velocitd immaginaria [3].

Questo risultato mi sembra strettamente connesso al principio di inde-
terminazione di Heisenberg [4] della Fisica quantistica.

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale
per la Fisica Matematica e per le Applicazioni della Matematica alla Fisica e all’Ingegneria.
(**) Nella seduta del 13 maggio 1972.
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In virth di questo principio & concettualmente impossibile determinare
con tutta la loro precisione sia la posizione, sia la velocita di un corpuscolo;
anzi, quanto pili esattamente & nota la sua posizione, tanto meno determinata
¢ la velocitd, e viceversa.

Se allora si compie una osservazione di posizione e si stabilisce con la
massima precisione la posizione della particella, nulla si pud dire della sua
velocita, la quale non ¢ concettualmente determinabile. I punti della regione
7' > ¢/o non risultano quindi preclusi al corpuscolo, a differenza di quanto
accade nella teoria relativistica non quantistica, le cui leggi forniscono in tali
punti una velocita tridimensionale immaginaria.

1. L’EQUAZIONE DI STATO DELLA RELATIVITA RISTRETTA

Nello spazio-tempo pseudoeuclideo della Relativitd ristretta lo stato
quantico di una particella libera & notoriamente descritto da una funzione ¢
delle coordinate spazio-temporali soluzione della seguente equazione diffe-
renziale di Klein—Gordon:

T

(1) £ e + A oy =0,

dove la barra & simbolo di derivazione tensoriale, ¢’ rappresenta la generica
componente controvariante del tensore fondamentale, /% la costante di Planck,
m la massa intrinseca del corpuscolo; qui, come in seguito, gli indici greci
assumono i valori o, 1,2, 3, quelli latini i soli valori 1,2, 3.

Conviene riferire la (1) ad un osservatore inerziale O, che si serva di una
coordinata temporale x, == ¢#, essendo # il tempo misurato da un orologio
normale, e di tre coordinate cilindriche », 0, z per individuare una posizione
del proprio spazio geometrico, che & euclideo. La metrica assume allora la
seguente forma differenziale quadratica:

(2) ds? = 2 d — dr? — 2 d6? — d:2 .

Posto » = x;, 0 = x5, 2 = x5, nel sistema di riferimento (2) si deduce,
per le componenti covarianti del tensore fondamentale:

©) Lo =1, &, =—1, Ly =7, fg=—1, £&,=0 (==0)

da cui:
<4) g9°=1 ’gu:_l ) g22=_._7-—2,g33=—1 ’gMZO O\-:*:G)'

Per le (3) e le (4) e per la nota forma di derivazione covariante, la (1)
diviene:

= 0.

, 1 8% 1 3 [/ 1 %Y 2y 472m2 2
OBt o EabU R R e

& ") T e T 7
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Come gia nella teoria quantistica non relativistica, cerchiamo di soddi-
sfare alla (5) assumendo:

2n/E

© g=TFe + ',

dove 7 rappresenta l'unitd immaginaria, la costante E l'energia totale del
corpuscolo, F una funzione delle sole coordinate spaziali. Supponendo che il
moto della particella avvenga in un piano perpendicolare alla direzione z,
ossia:

@) % =.cost,
riterremo:
® F=F(@,0);

7 e B costituiscono un sistema di coordinate polari del precedente piano.
Risulta inoltre [5]:

(9) E — mcz

[

essendo v = |72 + 2@ la classica velocitd tridimensionale del corpuscolo
rispetto al riferimento inerziale introdotto e il punto simbolo di derivazione
ordinaria rispetto all’unica variabile dalla quale la grandezza dipende.

La (5), per le (6) e (8), assume la forma:

(10) L a5 SRR L S L (5 —ma)F=o.

2. INTEGRAZIONE DELL’EQUAZIONE (10)

Vediamo se ¢ possibile integrare la (10) assumendo:

(1) F@,0) =0 (),

ossia ricorrendo al noto metodo di separazione delle variabili. La (10) stessa,
per la (11), dopo alcuni calcoli diviene:

E* 2.2),2 — 1
IS RCRE 1L T
Poiche il primo membro della (12) dipende dalla sola 7, mentre il secondo

rxsulta funzione unicamente di 0, & necessario che ciascuno di essi uguagli
una costante, che indichiamo con A. Si ha cosi:

(19 Gtm=o 5 B4 S p[AR(E_es)2lr—o.
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Dalla prima delle (13) si trae:
(14) n=Acos (J20+7),

con A e y costanti disponibili. Poiché & necessario che % assuma un unico
valore in ogni punto dello spazio, }2 deve uguagliare un numero intero 2,
ossia:

(15) A= 2.
E? m2o?
Inoltre dalla (9), dovendo essere z<¢, segue: - m2 2 = 5 >0
f — ——
C2

2
Posto allora: %(%——mz 52> ¢?, la seconda delle (13), per la (13),

si muta nella seguente:
- £ 2
(16) E+= +(2—Lf)E=o.

L’equazione differenziale del secondo ordine (16) coincide con la nota equazione
di Bessel, la quale possiede una singolaritd fuchsiana per » = o; infatti il
coefficiente di E diviene infinito del primo ordine e quello di £ del secondo.
Assegnato l'intero p, si soddisfa ad essa assumendo:

2n

&) =D ﬂZ—ﬁlﬂe»
2

"n! ( (p+n)!
ossi1a:
—p . 2,2 edrd o,
D B0 = = Y aasraerrs T

essendo D, una costante a priori- arbitraria.

3. OSSERVATORE UNIFORMEMENTE RUOTANTE
RISPETTO ALL’OSSERVATORE INERZIALE O

Passiamo dall’osservatore inerziale O ad un osservatore O’ che ruota
uniformemente con velocita angolare  rispetto ad O. Ritenendo « indipen-
dente dai punti solidali con O’, questo osservatore pud notoriamente avvalersi
di coordinate spazio—temporali #, 0', ', ¢ legate a quelle gid introdotte
di O dalle seguenti formule di trasformamone.

(18) r=r 5 b= +0 ; =2 ; t={.

Grazie alle (18) e alla (2), la metrica dello spazio-tempo pseudoeuclideo,
nel nuovo sistema di riferimento, assume la forma:

(19) ds? = (I — (Z—: r’2> A dt?—2072ds d0' — dr'2— 2 462 — d22.
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Dalla (19) si trae cne le componenti covarianti non nulle del tensore fon-
damentale di O’ sono le seguenti:
- o e = © 2,
(20) oo =1 — 757" § Zp=——_7";

/2

’ ’ ’
En= 71 5 Ep= 77" 5 gy=—1.

La metrica d/'? dello spazio geometrico tridimensionale di O’ & fornita
dalla espressione differenziale quadratica:

(21) d7'? = v, dx'i da't
con:
) , £o: Eor
(21) Y = &y g
00

Per le (20), dalla (21) si trae:

’2

(22) dr? = dr + —’m—z? do2  dg .

I— 3 7
La funzione di stato (6), per le (11), (14), (15), (17), (18) e (7), nel nuovo
sistema di riferimento spazio-temporale diviene:

2m/E

3 b=Acos [p(8 + o)+ 1150 e F
essendo:

)= _]?!; # ]y — " gt R
(24> £ﬁ<r>_ 15' 7 I 2(2ﬁ+2>+ 24(2;5—‘—2)(2?_’_4) +

La serie (24) risulta, come si verifica facilmente, convergente per qualun-
que valore di 7. Per ' abbastanza grande rispetto a p/z, la funzione E,(7")
assume la forma asintotica:

P S
z o o~ 2°Dp 2 r_ T 17/
(25) E,(r") ~ 7 o7 Cos (sr Vil 7) [6].
La (25) mostra che le funzioni £,(»") tendono a zero, oscillando, al tendere
di 7' all'infinito e che l'intervallo fra due zeri consecutivi al crescere di #/

tende al valore finito g
Osserviamo che la misura della densita di probabilitd che possiede la par-

ticella di occupare, ad un determinato istante #/, una assegnata posizione dello
spazio di O’ & fornita, per la (23) e la (24), da:

(26j PP = B} cos? [2 (0 ot y]r2e |1 —: e p'? + et e .‘12)
? . 2(2]5—-!—2) 24 (215-[—2) (2ﬁ+4) J
A’D;
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Per la (26), possiamo affermare che vi ¢ la probabilitd, se si compie una
osservazione di posizione, di trovare il corpuscolo anche nella regione 7' > ¢/w.
Secondo la Meccanica relativistica non quantistica, tale regione risulta invece
inaccessibile alla particella. Infatti, per »'> ¢/w, dalla prima delle (20) si
deduce gyo<< 0 e risulta inoltre definita negativa la metrica (22) dello spazio
geometrico; di conseguenza la velocity di qualsiasi corpuscolo risulta ivi
immaginaria.
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