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Idrodinamica. —- Perturbazioni impulsive in bacini di profondità 
limitata. N ota I di G i a n n a n t o n i o  P e z z o l i , presentata n  dal Socio 
G. S u p i n o .

SUM M ARY.— In this w o r k  we have resumed already studied arguments, proceeding with 
a complete treatment of impulsive plane waves in a limited depth.

The first part, which we are introducing, shows that the behaviour of the above waves 
is practically similar to the behaviour of waves in an infinite depth.

I. La teoria delle perturbazioni impulsive in bacini di profondità 
illimitata è stata studiata, ed i relativi problemi risolti esattamente o con 
varie approssimazioni in numerose Memorie [1 ] * * [io ].

In acqua di profondità limitata, nello schema di moto piano, irrota­
zionale, di liquido perfetto, un tentativo di Lord Rayleigh [11] si fermò alla 
terza approssimazione (primo termine non nullo) relativamente ad un asse­
gnato sviluppo in serie, sempre per onde ad energia iniziale infinita, mentre 
G. Scarpi, di recente, ha affrontato [12] in modo approssimato lo studio 
di un particolare caso che riesamineremo più avanti.

In questa Nota ho ritenuto opportuno considerare dall’inizio la que­
stione della propagazione di perturbazioni impulsive in bacini di profondità 
limitata, per alcuni casi che ritengo di particolare interesse.

Studiamo innanzitutto il caso classico di moto piano in un canale con 
acqua inizialmente ferma, in cui all’origine è assegnata un’intumescenza 
di volume finito e quindi di altezza (ed energia potenziale) finita.

Dovendo, per le cose dette, esistere un potenziale di velocità 9, assunto 
l’asse y  positivo verso l’alto, per la condizione di Poisson sul pelo libero

(0
32 9 ,

+ g

e per l’equazione di continuità

( 9
52 9 . 52 9
d x 2 d y 2

(per y  =  o)

risulta notoriamente assegnata una soluzione particolare a variabili separate 
del tipo [3]:

(3) 9 = g sina/
a

eh k (h ■—y) cos kx

(*) Nella seduta deir8 aprile 1972.
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per cui sia inoltre:

(30 v =  =  o (per y  =  k)

essendo

(4) a2 =  gk tgh kh {k —

e X lunghezza d’onda generica.
La sopraelevazione yj nell’onda, risulta dalla

(5) j_ /'jV|
g  \ d t  )y = 0

e, corrispondentemente alla (3) è data da:

(6) v) =  cos at cos kx .

Ora la soluzione particolare (3), (6) non soddisfa alle condizioni iniziali 
assegnate di liquido fermo ed orizzontale tranne un’intumescenza di sezione 
longitudinale rettangolare unitaria e di altezza finita all’origine delle x.

E possibile, data la linearità delle equazioni, soddisfare alle condizioni 
del problema, sommando infinite soluzioni del tipo (3) e (6) con un integrale 
di Fourier.

Essendo vj — f  (x) per t =  o, si scrive immediatamente

(7) _  g sin ai
'-p- eh k(h  — y)Ak / ( a )  cos k(x  — a) da

(8) 7) =
OO 00

J  cos at dk j  f  (a) cos k (x — a) da

L ’elevazione iniziale del pélo libero è caratterizzata dalla relazione 
7] = f ( x )  per t  =  o. Sarà:

(9)

Porremo inoltre

( io )

f ( x )  =  A per 8 ^  ' 8------ <  x <  —2 2 •

f ( x )  =  0 per
1 — o o <  X, <  — 
) 8J Y  <  r  <  oo .

AS =  i (A e S costanti)

per rendere unitaria la sezione longitudinale dell’intumescenza iniziale; 
l ’energia potenziale sarà quindi proporzionale a i/S.



7H Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LU -  maggio 1972 [45ö]

Ne consegue che la (7) e la (8) divengono:

00 8/2

? g sm gì eh k (h -—y) dk j  A cos k ( x — a) da

0 0
- 8/2

a

- i l

8/2

cos ort dk A  cos k ( x  — a) da
-8/2

che integrate una prima v o lta le  tenuto conto della (io) danno:

(12)

OO

2 g / sin gì

8n J
0

OO

2 f  COS Gt
8n J  k

0

ch k (h — y ) cos kx sin ——•- dk

cos kx sin dk .2

Considerando ora l’equazione che fornisce Y), e sviluppando in serie 
cos at, si ottiene:

0 3 ) Y) =
2

Stc

_2 fi 4 .4GÌ G ì
2! +  “4 !" cos kx sin —  dk

2

vale a dire

0 4 )

OO

=  t = Â ^ Ç - COs k X ü n ^ d k
8* ÆÂ J  (2 n ) ! k 2

che ricordata l’espressione (4) di a2, si trasforma in:

(15)
2

&7T S« = 1

. xn n , n — \  , 1 n(— I) g   ̂ tgh 
(2 n) !

kh • r cos kx sin dk

tenuto conto che per n — o l’integrale è notoriamente nullo [io]. Ma nella 
formula (15), solo il primo termine della serie risente della presenza del para­
metro A, in quanto per n >  1, la funzione f  (k) '= kn~x tghn kh, può essere 
approssimata da kn~l in tutto il campo di integrazione con un errore s ( / )

che è I e ( / )  I <  n e che data la presenza di (2 n) ! al denominatore porta 

l’errore su ogni termine ad un ordine di grandezza | zn | <   ̂ , per
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cui la (15) stessa si può scrivere:
00

(ï6) rj =  — —  J  - ■■■ ^  ^  cos sin cL£ +

+

OO

j _  y  f  ( - 1  )n gnkn- 1?n
8n /  (2»)! cos &ar sin £8

2
d/é +

00
+  JL / cos ^  sin '

OTC / 2 2
0

Nella formula (16) restano pertanto da valutare tre termini costituiti 
da due integrali definiti ed una serie formata a sua volta da una somma di 
integrali definiti su intervallo illimitato a destra; per brevità scriveremo:

(17 ) ?). =  l i  +  I2 ~b I3 •

La serie è stata sommata in [8] e senza riportare il laborioso procedi­
mento, si ricorda che è:

(18) I2 c 2 \ g -  f 1 +  — )1 — c 2 [ / ( ■ -_ 4 x  \ ■ 2 x Ì 4 x { - 2 x ) +

+  S2 4 X I +
a

2 X
—  s g f

4 x
$

2 X

dove C ed S rappresentano le funzioni integrali di Fresnel, mentre Pultimo 
integrale, pure calcolato nel predetto lavoro vale:

(18) I3 = gr
2 x 8 \a

2 x

Resta quindi da calcolare:

(19) li =  -^r J tgh kh cos kx sin dk
0

che scritto nella forma

(20 ) L  - 2 tt8 tgh M sin k (x -f- — j dk — / tgh kh sin k [x — —J dk

x  ±  8/2 
C —  j e --------—-—

h
posto kh =  izz e
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si riduce alla valutazione di due integrali del tipo

00

(2Ï) J t g h 7M s m . « d * = T ^
0

da cui, con ovvii passaggi:

(22) h gr
4A8

sh TC X  +  8 / 2

2  h
s h [ *  * - 8 / 2

2 h

La soluzione generale del problema, si può pertanto scrivere nella forma:

(23) * gt2- x
\ n ò  • 7] =  TC ----------=-

2 X  h

* ( t ^ ) sh TC X 8 / 2  

2  h

+

2 7T j c 2

+  S 2 -
f - (4 %  \

+  2 —
X

.
2 X -

[ £ - ( i  +  4 _y — c 24x \ 2x l
g f
4x

i +
4 X  \  2 X

8 \2 

2 X  ,

+

Questa formula che risolve il problema posto con grandissima approssi­
mazione, mostra che l’influenza della profondità dell’acqua sul fenomeno 
perturbatorio impulsivo è pressoché trascurabile, in quanto Pimportanza 
relativa del primo termine fra parentesi quadra è modestissima e a distanza 
assai piccola dall’origine l’onda non risente più dell’effetto della profondità, 
ma si comporta sempre come se si trovasse in profondità infinita.

2. Non è facile tuttavia dalla (23) rendersi conto dell’influenza di h 
e dei limiti di questa influenza, mentre, procedendo in modo divèrso, si può 
giungere ad una formula altrettanto soddisfacente ma in cui si possono asse­
gnare limiti di validità per due diversi tipi di soluzione che tengono conto 
in maniera più precisa di quanto è stato detto sopra.

I vantaggi del nuovo procedimento sono anche costituiti dal fatto di 
poter fornire formule più maneggevoli e facilmente calcolabili.

Ripresa quindi la (IIa) delle (12), e posto:
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L’equazione in parola si può scrivere:
00

+  

G - +

A questa relazione può essere convenientemente applicato il metodo 
della « fase stazionaria » per la valutazione degli integrali che compaiono 
nella (25).

Senza entrare nei dettagli del metodo, si ricorda che esso riconduce la 
valutazione di un integrale definito del tipo:

b

(26) ' « =  J .9 (*)'/<*> dx
a

all’equazione:

dove le ocy sono le radici dell’equazione

/ ' ( * )  =  o
che non annullino la

In caso che questo avvenga, occorre aggiungere altri termini in cui 
compare la /"'(oc); si ricorda che il segno di 71/4 nella (27) deve essere lo 
stesso di /"(a).

Per poter valutare gli integrali che compaiono in (25) col metodo anzi­
detto, bisognai poter esplicitare z; ciò è possibile approssimando

G — f z  tgh Z
con

| — z o <  z <  1/2
(28) G J ~  0,84 Z^  1/2 <  Z <  2

' ~  Z112 2 <  Z <  00 .

Nella (25) le funzioni argomento di seni hanno, per o < #  .< 1/2, deri­
vata prima costante rispetto a z> quindi in detto campo di integmzione il 
valore degli integrali è nullo.

Nel restante campo 1/2 <  £ < 0 0 ,  non danno contributo i termini in 
cui le derivate prima degli argomenti dei seni non hanno radici positive; 
la (25) diventa perciò, tenuto conto delle (28):

v =  T i ï  fti +  2̂)(29)
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essendo

(30)

j dz
/ —

Ì/2
sin X +  - - J  —  0 , 8 4  z 3' 4 1 1/ g

sin
t \ x ~  t *  0 ,84<s'3/4  ̂ j/-

00

L’applicazione della (27) a questo punto è banale, e fornisce, con qualche 
passaggio:

(31)

S \l/2 .
1 2 X sin 7C

T
I

T

È immediato ovviamente assegnare anche il campo di validità delle (31); 

per la prima, essendo la definizione di z  data da ^  risulta:

(32) 2 2  \  X

da cui:

(33)
g t 2I <  ■
X

— <  2x

h
— <  2 . x

,2 h
Per la 2a delle (31) z  è definita da — ; ne segue quindi che l’inter­

vallo di validità di v)2 è dato da:

(34) 2 < ^ A < C C .x x

In sostanza nelle (23) i due termini a secondo membro sono nulli, alter­
nativamente, l’uno o l’altro, in ciascuno dei due campi di valori assegnati; 
anche questa soluzione conferma la pratica indipendenza di yj da h.
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In fig. i è riportato l’andamento di 73 per un valore plausibile sufficien­
temente piccolo di 8 : in essa il tratteggio raccorda le due soluzioni ed y)2 ; 
il raccordo è comunque soddisfacente: si nota inoltre la pressoché trascurabile 
importanza di Y)x, limitata ai primissimi istanti del moto stesso.
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