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Geometria. — Su un risultato di A . Terracini e sulle superfici 
non rigate tali che le sviluppabili delle congruenze K coniugate e K ' 
armoniche si corrispondono. Nota di F r o im  M a r c u s , presentata (*} 
dal Socio E .  B o m p i a n i .

RÉSUMÉ. — On démontre quelques propriétés d’une classe de surfaces de S3 obtenues 
par A. Terracini, et qui sont les seules surfaces dont les asymptotiques et leurs lignes de 
Darboux sont les projections des lignes principales d’une surface de l’espace S5, douées de 
deux centres de projections paraboliques.

i. Nel secondo paragrafo del suo lavoro « Superficies con proyecciones 
parabolicas » [1] A. Terracini determ ina le superfici dello spazio ordinario 
che si possono considerare come proiezione di una superficie S dello spazio S5 
dotata di due centri di proiezione parabolica Q(1), 0 (2), mediante la retta Q(1), Q(2) 
tale che le asintotiche come le loro linee di Darboux siano le proiezioni delle 
linee principali della S.

Se con notazioni usuali

. , =  %UXU +  ßx„ -Tplxx,
0 - 0  , ft. , A ß r = H ° .Xvv =  Yxu + % +i>22

è il sistema che determ ina una superficie riferita alle asintotiche, e 

/ ^  E» +  2 ßyw +  yß* — o ; +  2 yß*, +  ßy» =  o,
ßM,, +  2 Mß„ 4 - $vvv =  yL^ +  2 Lyw +  T

dove

(!-3) L =  ßp — 2 p n ;

sono le condizioni d ’integrabilità del sistema (1.1), il risultato di Terracini 
si epuncia così:

Scegliendo in modo opportuno i parametri asintotici, le superfici della 
classe considerata risultano definite dalle relazioni'.

3 ßw +  2 ßy« +  y ß* =  ° ,
C1 -4) 3 Yuu +  2 Yßz. +  ßYe. =  ö .

ßY  ̂=  Yßaoi
alle quali si devono anche aggregare le espressioni di L  e M per mezzo di ß , y, 

(!-S] L =  3 ßp ; M =  3 y u .

(*) Nella seduta del 13 maggio 1972.
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Come esempio di superflui di S3 che realizzano le condizioni richieste, T er­
racini ipdica le superfici di coincidenza e le superfici di Cech a linee di 
D arboux piane [2].

M i propongo di m ostrare in questa Nota, come si possono ottenere 
queste superfici che chiameremo superfici 2 , senza uscire dallo spazio S3 
e di far vedere qualche altra loro proprietà.

Per questo ricordiam o alcuni risultati di geom etria proiettiva diffe­
renziale.

a) Secondo Fubin i-C ech  [2] le sviluppabili di una congruenza K  con- 
niugata e K ' armonica ad una superficie non rigata si corrispondono se

(ï .6) : p n  =  TU22 • ^22 >

dove

(*•7) — Pu. +  ßö*, +  ß*, ; ^22 = P22 +  yO* +  y*-

b) Secondo Bompiani [2] (Appendice II), due superfici non quadriche 
sono in corrispondenza proiettivo-simile se gli elementi lineari proiettivi di 
Fubini corrispondenti e sono in un rapporto costante k =J= o , ±  1.

c) Il seguente risultato è stato dim ostrato da Octav M ayer [3].

Le superfici che ammettono corrispondenze proiettivo — simili sono quelle 
che in parametri asintotici opportunamente scelti, verificano Pequazione

0 *̂ ) ß.VVV yUUU O ’

Q u a lc h e  a l t r a  p r o p r i e t à  d e l l e  s u p e r f i c i  2

2. M ostrerem o prim a di tu tto  che la terza condizione del sistema (1.4) +  
(1.5) ottenuto in [1], è una conseguenza della prim e due condizioni di (1.4) 
e delle condizioni (1.5).

Infatti dalla terza condizione d ’integrabilità (1.3) e dalle condizioni (1.5) 
risulta

0 - 0  3 ßyuv ßvw 3 yßuv f i  yuuu)

e calcolando $vvv e yuuu dalle prim e due condizioni (1.4), ed introducendo i 
risultati in (2.1) si trova proprio la condizione

(2-2) ßyw =  yß«,-

Ciò dim ostra che per la determ inazione dèlie superfici S  è sufficiente il sistema'.

' 3 ß™. +  2 ßY„ +  Yß* =  o ,

(2-3) 3Tm +  2 yß* +  ßy* =  o.
L  =  3 ß 0 ; M =  3 y«-
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U n ’altra conseguenza si ottiene dal sistema (2.3). Infatti tenendo conto 
di (2.2) risulta dalla condizione (2.1) che ß e y debbono soddisfare l’equazione

(2.4) $vvv- Yuuu = °>

e per il risultato di M ayer sopra ricordato risulta la seguente proprietà di 
queste superba:

Le superfici E ammettono corrispondenze proiettivo—simili.
Questa proprietà non è caratteristica. U n ’altra proprietà di queste su p erb a  

si ottiene così.
Sia (x) una superfìcie E determ inata dal sistema (2.3). Norm alizziam o le 

coordinate x  nel senso di W ilczynski. In  conseguenza

(2.5) ~  Ai +  ß» i n 22 == P 2 2 +  Tu->.

ed essendo L — 3 ß  ̂ , M =  3 si deduce da (1.3)

Ai =  — 2 ß* ; P 2 2  =  —- 2 y u ,

n n  =  —  % ; tu22 =  —  y* .
Perciò

(2-7) 7Tn  : p ±1 — 7u22 : p 2% =  — *

Ciò vuol dire che le sviluppabili delle congruenze (x , x^) e (xu , xv), la prima 
coniugata e la secónda armonica alle superfici E, si corrispondono. O ppure 
in un altro modo:

In  coordinate di Wilczynski, fra  le terze forme differenziali P = p lxdu2 +  
+  P22 dv2 e II =  tu11 du2 f i  7u22 dv2 di una superficie E, si ha la relazione
P -  .2 IL

E facile m ostrare che queste due proprietà sono caratteristiche della super­
ficie S. Infatti sia (x) una superfìcie riferita alle asintotiche. Supponiam o le 
coordinate x  norm ate nel senso di W ilczynski e che si abbia in questo sistema 
di coordinate

(2*8) Pn  =  2 7un  ; p 22 =  2 tu22.

Dalle espressioni di e 7u22 si deduce in questo caso

(^•9) =  ! Pw, — 2 Y« •

In  conseguenza

(2-IG) L =  3ß* ; M =  3Tk)

e ciò dim ostra che (x) è una superficie 2 . Si ha dunque il sequente risultato:

Condizione necessaria e sufficiente affinchè una superficie sia del tipo 2  
è che in coordinate di Wilczynski, le due terze forme differenziali della super­
ficie, P e F I ,  soddisfano la condizione P =  2 II .
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3. Questo risultato si può generalizzare. Infatti supponiam o che in 
coordinate di W ilczynski si abbia tra  le due terze forme differenziali P e II 
di una superficie, la relazione P =  k l l  con k  costante =̂ = o , di 1. D unque

(3*1) nn : Pii — n 22 : P22 — k )
e conseguentem ente

(3-2)
P i i -

ßz>
P 2 2  '■

M = k +  i 
k — i Yt*

Dalle prim e due condizioni d ’integrabilità (1.2) si ottiene

(3-3)
ßw — 2 ßy„ +  yßu

fa j Tuu 2 yß^ +  ßy^

e dalla tèrza si deduce

(3-4) Py*» =  yP««.-

In  conseguenza

3̂*5) ßvvv luuu  ̂•

Dunque queste superfici ammettono corrispondenze proiettivo-simili e le 
sviluppabili delle congruenze (x , xuv) e (xu, xj) si corrispondono. Queste superfici 
esistono. U n esempio di tale superficie si ottiene con:

ß =  y =  f c t g ~ i c  f i f i -  T ,

(3-6) +
L =  M = ----------- --------------------

o 3 i/~~ k — i2 cos2 — Me —------ t2 k +  i

con t  = u + v e c costante arb itraria . Per k =  si ottengono le superfici 2 .
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