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Geometria. — Su un risultato di A. Terracini ¢ sulle superfici
non rigate tali che le sviluppabili delle congruenze K coniugate ¢ K’
armoniche si corrispondono. Nota di Fromm Marcus, presentata
dal Socio E. Bomprant.

RESUME. — On démontre quelques proprietés d’une classe de surfaces de Sz obtenues
par A. Terracini, et qui sont les seules surfaces dont les asyfnptotiques et leurs lignes de
Darboux sont les projections des lignes principales d’une surface de lespace S5, douées de
deux centres de projections paraboliques.

1. Nel secondo paragrafo del suo lavoro « Superficies con proyecciones
parabolicas» [1] A. Terracini determina /le superfici ‘dello spazio ordinario
che st possono considerarve come protezione di una superficie S dello spazio Ss
dotata di due centri di proiesione parabolica QP QP ediante la retta Qb Q@
tale che le asintotiche come le lovo linee di Darboux siano le proiezioni delle
linee principali della S.

Se con notazioni usuali

Xuu = 6uxu + va ’*{—‘})1127,
(I'I> BY:!:Oy
Koy = YXu + evxv +pZZX,

¢ il sistema che determina una superficie riferita alle asintotiche, e

Lv _l_‘zBYu_i_‘YB’u:O > Mu _+_2YBU+BY0=O?

(1.2)

BMv + 2 MBZ} + va = YLu + 2 LYu + Y s s
dove
(1.3) L=6,—6i—B0,—B,—2py;

I o2
M = evv—_?ev—Yeu—Yu_-ZpZ‘Z’
sono le condizioni d’integrabilita del sistema (1.1), il risultato di Terracini
si enuncia cosi:

Scegliendo in modo opportuno i parametri asintotici, le superfici della
classe considerata risultano definite dalle relazions:

3B + 2By, + B, =0,
(‘I 4> 3 Yuu + 2 YB?J + BYv = O’
BYuo = VB>

alle quali si devono anche aggregare le espressioni di 1. e M per mezzo di B v,

(1.5) L=3pg, ; M=3vy,.

(*) Nella seduta del 13 maggio 1972.
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Come esempio -di superfici di Sg che realizzano le condizioni richieste, Ter-
racini indica le superfici di coincidenza e le superfici di Cech a linee di
Darboux piane [2].

Mi propongo di mostrare in questa Nota, come si possono ottenere
queste superfici che chiameremo superfici X, senza uscire dallo spazio Ss
e di far vedere qualche altra loro proprieta.

Per questo ricordiamo alcuni risultati di geometria proiettiva diffe-
renziale.

a) Secondo Fubini-Cech [2] e sviluppabili di una congruenza K con-
ningata ¢ K' armonica ad wuna superficie mown rigata si corrispondono se

(1.6) Tyt P11 = Tog * Poa,
dove
(1.7) Ty =pu + B0, + B, 5 Tee = pos +¥0, + v,

b) Secondo Bompiani [2] (Appendice II), due superfici non quadriche
sono in corvispondenza proiettivo—simile se gli elementi lineari proiettivi di
Fubini corrispondenti, sono in wun rapporto costante k==0, -+ I.

c) Il seguente risultato & stato dimostrato da Octav Mayer [3].

Le superfici che ammettono corrvispondenze proiettivo — simili somo quelle
che in parametri asintotici opportunamente scelti, verificano I'equazione

(I 8) Bz/z/v — Yurn = O-

QUALCHE ALTRA PROPRIETA DELLE SUPERFICI X

2. Mostreremo prima di tutto che la terza condizione del sistema (1.4)-
(1.5) ottenuto in [1], ¢ una conseguenza della prime due condizioni di (1.4)
e delle condizioni (1.3).

Infatti dalla terza condizione d’integrabilithd (1.3) e dalle condizioni (1.5)
‘risulta

(2'I> 3 BY”W + Bf/i’ﬂ = 3 YBWU + Ymm’

e calcolando 8,,, € ¥,., dalle prime due condizioni (1.4), ed introducendo i
risultati in (2.1) si trova proprio la condizione

(2.2) BYuo = Buo-

Cio dimostra che per la determinazione delle superfici % & sufficiente il sistema:
38w + 2By + ¥R =0,

(2:3) 3Yuw +27B + Py, =0,
L=38 ; M=3.
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Un’altra conseguenza si ottiene dal sistema (2.3). Infatti tenendo conto
di (2.2) risulta dalla condizione (2.1) che 8 e vy debbono soddisfare I'equazione

(2'4> BU?}'I) - Yuuu = O )

e per il risultato di Mayer sopra ricordato risulta la seguente proprieta di
queste superfici:

Le superfici X ammettono corvispondenze proiettivo—simili.

Questa proprietd non ¢ caratteristica. Un’altra proprieta di queste superfici
si ottiene cosi.

Sia (x) una superficie X determinata dal sistema (2.3). Normalizziamo le
coordinate x nel senso di Wilczynski. In conseguenza

(2.5) T = pu + B ; Toa = P2o + Yus
ed essendo L = 3 {3,, y M = 3, si deduce da (1.3)
=20, ; =2,
(2.6) 21 B Do2 Y.
Ty =—20, ;o T = Y,
Percid
(2.7) Tt P11 = Tapl Pog = -

2

Cio vuol dive che le sviluppabili delle congruenze (x,%,,) ¢ (x,,%,), la prima
contugata e la scconda armonica alle superfici T, si corrispondono. Oppure
in un altro modo:

In coordinate di Wilczynski, fra le terse forme differenziali P = pqy du? -

+ poade? e Il = myy du® + oy do? i uma superficie S, si ha la mlazzone
P=2II

E facile mostrare che queste due proprietd sono caratteristiche della super-

ficie 3. Infatti sia (x) una superficie riferita alle asintotiche. Supponiamo le

coordinate x normate nel senso di Wilczynski e che si abbia in questo sistema
di coordinate

(2.8) P11 = 2Ty ; pog = 2 Tgy.

Dalle espressioni di m;; e 7y si deduce in questo caso

(29> p].l:—_zﬁv ; P22=_2Yu~
In conseguenza
(2'IO> L=3Bv 5 M=3Yut

e cio dimostra che (¥) & una superficie 2. Si ha dunque il sequente risultato:

Condizione mecessaria e sufficiente affinché una superficie sia del tipo X
¢ che in coordinate di Wilczynski, le due terse forme differenziali della super-
ficie, P e II, soddisfano la condizione P = 21I.
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3. Questo risultato si pud generalizzare. Infatti supponiamo che in
coordinate di Wilczynski si abbia tra le due terze forme differenziali P e II
di una superficie, la relazione P = £Il con £ costante #4=0, 4 1. Dunque

(3.1) TP = Toao  Pae = £,

e conseguentemente

B ¥

pu=—5— ; [)22:/5—1;,
(3.2)
. £+ 1 . _ kH1
L_—,é~——1 B 3 M= F—q1 Yu

Dalle prime due condizioni d’integrabilith (1.2) si ottiene

Y
T B = 2 By, -+ ¥B.,

k41 o -
B 1 Yuu = 2Yﬁv "} BY:}’

(3-3)

e dalla terza si deduce

(3-4) BYuw = YPus -
In conseguenza

(3:5) Bovo — Yuu = O

Dungue ‘queste superfici ammettono corvispondenze proiettivo—simili ¢ le
sviluppabili delle congruensze (x, x,,) e (x,, x,) si corrispondono. Queste superfici
esistono. Un esempio di tale superficie si ottiene con:

k—1
p=y=Vetglyc tr T,
(3-6)
=M = — 3¢
20052%1/5_ 'z:i T

. . I . .
con T=u + v e ¢ costante arbitraria. Per #=—- si ottengono le superfici 2.
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