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Analisi funzionale. —■ Alcune generalizzazioni del Teorema di 
Browder-Göhde-Kirk. Nota di D e l f i n a  R o u x  e P a o l o  S o a r d i  (,), 

presentata ^  dal Corrisp. G. R i c c i .

SUMMARY. ■— In this paper we are concerned with applications / ,  mapping into itself 
a closed convex subset K of a normed space X, with the property:

I / O ) — / M l  <  a . { j x — f ( x )I +  \ y — f { y ) I) +  b \ x — y \

{a , b not necessarily constants, a >  o, b >  o, 2 a b <  1).
We prove that a fixed point of /  exists in K under the following assumptions:

1) X  is uniformly convex and in K there exists a point with bounded orbit;

2) X  is a Banach space, K is weakly compact, /  is continuous and Sup b(x , y )  < 1 .
x , y G k

Thereafter, if X is strictly convex, we prove that the set of all fixed points of /  in K 
is closed and convex.

I . -  Sia /  u n ’applicazione che m uta in sè un insieme K chiuso e convesso 
di uno spazio norm ato X e tale che

(J-O 11/90 — f(y)\ \  <  a { \ \x—f(x)\ \  M \ y —f(y ) \ \ \  +  b\ \x— y\\ Vx , y e  K

con a , b non necessariam ente costanti, a >  o , b >  o , e 2 a b <  1.
Se X è uno spazio di Banach uniform em ente convesso e K  è limitato, 

è noto che f  ha in K  almeno un punto unito qualora sia a — o W, oppure 
b =  o <2>. In questa N ota si dim ostra l’esistenza di un punto unito per /  qua­
lunque siano a e b, nell’ipotesi che esista in K un punto con orbita lim itata.

Viene inoltre provata l’esistenza di un punto unito se K è un insieme 
debolm ente com patto e convesso in uno spazio di Banach, qualora /  sia con­
tinua e Sup b (x , y)  <  1; si estende così un risultato noto nel caso a — 1/2 <3>.

x , y  G k

Se X è strettam ente convesso, vengono anche date informazioni sulla 
stru ttu ra  dell’insieme dei punti uniti; diviene così possibile estendere alle 
applicazioni soddisfacenti la (1.1) proprietà note di famiglie com m utative 
di m appe non espansive <4b

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 
F Analisi Funzionale.

. ((*) **) Nella seduta del 13 maggio 1972.
(1) [1], Teorema 1 e [3], p. 256; vedasi anche [4].
(2) [5]? Teorema III; vedasi anche [6], Corollario IL
(3) [6]> Teorema III.
(4) Vedasi [1], Teorema 2.
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2. -  Siano, qui e nel seguito: X vettoriale normato; K C  X chiuso e con­
vesso; /  : K -> K soddisfacente la condizione seguente:

(A) esistono due funzioni reali non negative a(x , ÿ)  e b(x ,y)  definite 
in K x K  e tali che per ogni coppia x  , y  di punti di K risulti:

2 a(x ,y )  +  b{x , y)  <  1 ,

/ O ')  Il <  “ ( x , y )  { \ \x— f{x) \ \  +  \\y —  / O ')  11} +  b ( x , y )  || x — y\\ <5 6>. 

D a (A) si ricava facilmente che /  soddisfa la limitazione:

(2.1) \ \ f +\ x ) - f ( x ) W < \ \ f ( x ) - f - \ x ) \ \

per ogni n >  o e per ogni j e K .
Se a (x , y)  è identicam ente nulla in K , / è  non espansiva, quindi continua; 

in generale /  non è necessariam ente non espansiva e neanche continua <6).
Se b (x , y)  <  1 per ogni coppia x  , y  di punti di K, un eventuale punto 

unito di f  in K è necessariam ente unico; in generale / p u ò  avere più di un  punto 
unito in K.

Introduciam o le notazioni seguenti. Sia A C  K; denotiamo con A  la chiu­
sura di A, con TòA la sua chiusura convessa, con 8(A) il suo diam etro. Inoltre,

00
per ogni j e K  sia 0 (x) =  U { f n (x)} e r(x)  =  8 (0 (x)).-,

n — 0

Vale il seguente

Lemma I . -  Per ogni x  € K risulta

(2.2) r ( x ) =  Sup \\x - f ( x ) \ \ .
n —

Sia infatti 8 =  Sup \ \ x— f n(x)\\< Basta dim ostrare che
n = 0 , 1 -

(2.3) Ilf n(x) — f m{%)||-< 8 Vn  > 0  e >  n.

L a (2.3) è vera per n =  o; procediamo per induzione da n a n +  1. D a 
(2.1) si ricava

y /  (* ) _ / » + i  (x)  y <  y *  _ /  (* )  Il <  S V n  >  o.

Allora

I I /»  ~ f X x )  Il < « ( f m- \ x )  J n- \ x ) ) { W f - \ x )  -/"(*) Il + 11 r ~ \ x ) 11} + 
+ b c/“- 1 (x) , r x (x)) il f - 1 (x) - r - 1 (x) il < s .

Poniam o ora C o ( / = 0 ( ^ )  e, per ogni n >  o

c„ (x) =  co f  (C*_1 ( x ) ) .

(5) È evidente che si può sempre supporre a e b funzioni simmetriche dei loro argomenti.
(6) Vedasi ad esempio f5]> P- 842.
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Vale il

Lemma II. -  Qualunque sia n >  o risulta

(2-4) S(C,,(*) U C„+l(x)) <  r (x ) .

Se n =  o, la (2.4) è ovvia. Procediamo per induzione: (2.4) sia valida 
per ogni m < n  e dim ostriam o che essa vale anche per n. Basterà dim ostrare 
che

(2-5) 8 (C„(x) U / ( C n( x ) ) )< r (x ) .

Sia yeC„(x):  allora, per ogni s > o  esistono y 1 , • • •, y  e C„_! (x)

ài , • • •, >  o con 2  \  =  1 > tali che
i = 1

Ne segue

yr 2  \f(yì)i = 1 <  e.

\ \ f ( y ) — y\\ < / O ' )  —  % hf(yì)i =1
+  £ <

<  X  h * (y .yò {\\y — / O ' ) Il +  lb,- — /O ',- )  11} +
£

+  X  à ^ ( y  , y 2- ) l b — L.-ll +  £
»=1

k k
da cui, po sto ■«'= X  \ o ( y , y t) , b ' =  X  X,.J(y,y,.), essendo ^(Cn(x) ( jC n̂ ( x ) ) <

\ . »=1 ■■■
<  r  (x), si ricava

(I —  *011/00  — 1̂1 <  (? '+  V) r(x)  +  8 .

M a a' <  1/2 e a ' -f  £ '<  i — af; per l’arbitrarietà di e si ottiene allora

(2 -6) l b  — / O ' ) Il ^  r b )  •
Sia £eC „(V ). D alla condizione (A), ricordando che §(Cn (x)) < r ( x )  

e che (2.6) vale per ogni punto di C„<A), si ottiene facilmente che ||f ( y )  —  
— /  0 ) || <  r(x)  e quindi

(2-7) S ( /  (Cn(x))) <  r (x) .

Infine si ha

\\f(?)—y\\ < / ( * )  —  2  X.-/0',-) +  £

<  X  b * 0 ,  y ò  { lk  — /  0 )  Il +  Ib,- - /  0 9  Il) +Z=1
£

+ X X, , A-)lk — -̂11 + £
1=1

<  r(V) +  s .

Di qui e da (2.7), essendo 8 (Cn(x)) <  r(x), segue (2.5).
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Dal Lem m a II, osservando che f n(x) e C n(x), si ricava im m ediatam ente il 

COROLLÀRIO. -  Qualunque sia n >  o  e x  e K  risulta

8(C„(*)) < r ( x )
e inoltre

\ \ x — y \ \ < 2 r ( x )  V y e C n(x).
Poniamo ora

00 00

c  (x) =  u  n  c „ ( * ) .
/z = l

D alla definizione di C„-(x) e dal Corollario precedente si ottiene facilmente il

L em m a III .  -  Se 0 (x), è relativamente debolmente compatta, C {oc) è non 
vuoto, convesso e mutato in se da f .  Inoltre 8(C(ar)) <  r(V) ||; r— y  |] <  2 r(x)
V y e C ( x ) .

3. -  Vale il seguente
TEOREMA I. — Se X è uniformemente convesso e K  contiene un punto con 

Vorbita limitata , esiste in K  almeno un punto unito per f .
Osserviamo prelim inarm ente che, per la uniform e convessità di X, è 

possibile determ inare X ( o < X < i )  tale che in ogni convesso non vuoto 
limitato H esista un punto y  =  y  (H) per il quale vale

(3.1) Sup | b ( H ) — * | | < X $ ( H )  <7>.
2 € H

Sia x 0 e K un punto con orbita lim itata: allora O(V0) è relativam ente debol­
mente com patta e C (x0) ==|= 0 .  Poniamo, per ógni n >  o

x „ = y ( C ( x „ - 1)).

Per la (3.1) e per il Lem m a II I  si ha

(3 -2) r ( x n+x) <  \ r ( x H) ; | |x„+1 —  x„\\  <  2 r ( x n)

e quindi r ( x n) - > o  e { x n}  è una successione di Cauchy. Sia x  il suo limite. 
Poiché \\xn — f  Qcf\\ <i rQcf)] anche { f ( x n)} converge a x. Si ha quindi 
per ogni .s >*o , n >  n0 (z) :

Ilx  —  /  (*) Il ^  \\x —  /  ( x n) Il +  11/(x„)  —  /  (x)  Il

<  s +  a { x n , X)  {Il *  — f ( x )Il +  \ \xn — / ( * „ ) | | }  +

+  b ( x n , x )  \ \x —  x„\\

<  a (xn , x) \\x — f i x )  K +  2 s .

Per l’arb itrarietà  dp e, essendo a  ( x n , x)  <  1/2, segue x  — f  (x) .

(7) Infatti, sia 1 >  y >  o e x  , y  e H  tali che \ x — y  || >  y8(H ). P ostoci =

risulta Sup |lz  — x ±l < X -8 (H ), dove X ( o < X <  1) dipende esclusivamente da 
zeli

— (* +y),
T-



686 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LI I - maggio 1972 [428]

4. -  Supponiam o ora che X sia riflessivo, che K  contenga un punto x 0 

con orbita lim itata e che inoltre per ogni x e C ( x 0) risulti

(4 -0  / ( C(xj)CC(x)  W.

Allora, per il Lem m a di Zorn, esiste in C (x0) un insieme H m inim ale non vuoto, 
chiuso, convessa, m utato in sè da / .  Per ogni x  di H risulta allora C(x)  =  H 
e quindi, per il Lem m a III

(4-2) r (* ) =  8(H ) \/x  e H .

L a (4.2) im plica r  (x) =  8 (H) =  o, e quindi l ’esistenza di un punto 
unito per /  in K:

a) se /  è a diam etri orbitali decrescenti;
b) se C (x0) ha s tru ttu ra  normale;
c) se C(x0) ha stru ttu ra  quasi-norm ale e In f a(x yy)  >  o (8 9).

x , y € C ( x 0)
Ad analoghi risultati si perviene in uno spazio X vettoriale norm ato qual­

siasi, se K è debolm ente com patto e per ogni suo punto vale la (4.1). Se, in 
particolare, X è uno spazio di Banach e f  è continua, per ogni punto di K 
vale (4.1) e inoltre C(x)  è separabile ed ha quindi stru ttu ra  quasi-norm ale. 
Ne segue il

T e o r e m a  II. — Se X è uno spazio di Banach, K è debolmente compatto, 
/  è continua e Sup b(x , y ) <  i, esiste in  K uno e un solo punto unito per f  <10).

x , y G K
COROLLARIO. -  Nelle precedenti ipotesi per / ,  se X è riflessivo e K  contiene 

un punto con orbita lim itata , esiste in K uno e un solo punto unito per f  .

Infatti, se x 0 e K ha orbita lim itata, basta applicare il Teorem a II a 
COo).

Sia F  : K  -> K u n ’applicazione tale che:

(4-3) 8 (Cn( x ) ) < r ( x )  V n > o / \ V x e K ,

(44 ) r(x)  =  Sup \\x — f n (oc) Il V ^ e K .
n=0,1--

(8) La (4-i) è soddisfatta, ad esempio, dalle applicazioni /  che verificano la condizione

Xft —> x  f \ f  (Xn)  ̂y  —̂ y  =  f  (x ). ̂

Se X è un generico spazio normato (eC (^)= |=0) la (4.1) è verificata, ad esempio, se 
/  è continua o demicontinua.

(9) In questo caso infatti, se fosse 8(H ) <  o, esisterebbe ^ e H ,ta le  che il *  — y I <  
<  S(H) V y e H . Ma allora si avrebbe, per ogni n >  o

; | / ( * j  — /" + 1 (*) j| <  2 « {x J n (x)) I *  — /  (x) » 4 - b { x , f  (*)) I x  — f  (x) J <  8 (H)

e quindi, per il Lemma I, r ( f ( x ) )  <  8(H ), il che è assurdo per la (4.2).
Per il concetto di struttura quasi-normale vedasi [6J; vedasi anche [7].
(10) Questo Teorema contiene il Teorema III di [6].
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Per una tale applicazione valgono evidentemente i Lemmi I e III .  P er­
tanto i risultati di questo paragrafo (ad eccezione di quelli riguardanti la s tru t­
tu ra  quasi-norm ale) sono validi per tu tte  le applicazioni F soddisfacenti (4.3) 
e (4.4).

5. -  Se X è uno spazio norm ato strettam ente convesso, l’insieme dei 
punti uniti di u n ’applicazione non espansiva è chiuso e convesso. Se / ,  più 
generalm ente, soddisfa la condizione (A), l ’insieme dei suoi punti uniti ha 
stru ttu ra  analoga. Vale infatti il

TEOREMA III.  — Se X è strettamente convesso, / ’insieme dei pun ti uniti 
di f  in K  è chiuso e convesso.

Infatti, supponiam o che l’insieme U  dei punti uniti di /  in K  sia non 
vuoto, e sia {xn} una successione di punti di U  convergente a Allora, per 
ogni s >  o , n >  n0 (e), risulta

I I* —  / ( * ) l l  ■= II’* — *« +  - ~ / ( * ) l l  <:<*(*., *„) Il * — / ( * )  Il +  2 S
cioè ( 1 — a(x , x n) ) \ \ x — f ( x )  || <  2 e. Quindi x = f ( x )  e U  è chiuso.

Per dim ostrare che U  è convesso basta allora dim ostrare che, se x 1 e x 2 

appartengono a U, allora x = — (x1 Jr x 2) appartiene a U.
Si ha (con ovvio significato dei - simboli)

Il *  — /  0 )  Il <  - 1 1 /  (* 0  — /  (*) Il +  — l l / ( * 2) — /  (*) Il

<  4  S  K  II ■* - /  (*) II +  bi II -  * Il}2
da cui

b\ +  2̂
—" ßl  #2

< t k - ■*2l;
M a allora, per i  =  1 ,2

(5 -0  11 /00—  x {\\ <  — {«,-11^!—  ^all +  ^11^1— *211} <  — \\xx —’x 2

e quindi [|f ( x ) —■ x x\ \ \ \ f  ( x ) — ^all ^ l k i -— -^2II- Ne segue, poiché X è 
strettam ente convesso, che f  (x) appartiene al segmento che unisce x± a x2 (11) 
e, per (5.1), che f  (x) è il punto medio di tale segmento; perciò x  =  f  (x).

OSSERVAZIONE. — A partire dal Teorem a III,  con un procedim ento di­
m ostrativo analogo a quello utilizzato da F. Browder in [1], è possibile 
estendere il Teorem a 2 di [1] alle famiglie com m utative di applicazioni soddi­
sfacenti la condizione (A).

(11) Si veda, ad esempio, [2], Teorema 3.1. 

50. — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fase. 5.
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