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Equazioni differenziali. :— Esistenza di infinite soluzioni per 
problemi non lineari in assenza di parametro. N ota di A n t o n i o  
A m b r o s e t t i  (#), presentata (**} dal Corrisp. G . S ta m p a c c h ia .

Sum m ary. — Consider the variational, non-linear boundary  value problem 
3 / au \

S - g r  g^r-j +  > « (*)) =  ° “Ian — 0

in a bounded open set Q c R ” . If  ai>k(x) and 4> (x , i) satisfy suitable conditions (see § i), 
we prove tha t ( 1) has an infinite num ber of solutions, which are the critical points of a func
tional on a suitable manifold. This critical points are studied by means of L usternik- 
Schnirelm an theory.

I.  Sia Q un insieme aperto lim itato di RA Consideriamo il seguente 
problem a al contorno:

(I) ( 2  f i («,-.* 0 )  f i )  +  + 0  - « O)) =  0 -in a ,

ì U/Siì =  o

ove aitk (x), e ( x , t) verificano le seguenti ipotesi:

d) ai,k (x) — a^ti(x) sono funzioni m isurabili lim itate tali che 3 A i , A2 
positivi per cui:

Ai.| U 2 < 2 N - ,* O V O * < A 2 |(;|2
z , k

b) per ogni ty si ha che (x , t) è m isurabile rispetto ad x; per quasi
ogni x  ÿ (x , t) è di classe G2 rispetto a t  \

c) per quasi tu tti gli x  e Û, si ha che ^ (x , —  t) =  —  p (x  , t)\
di) per quasi tu tti gli x  e O, la funzione a (x  , /) =  t - 1 ^ (x , t) è convessa

in t e tale che:

<xt (x,  t) >  o (!) per t  >  o, lim a. (x , t) =  o, lim a (x yt) =  +  00;
 ̂—> 0 +00

e) |<K*» 01 <w ziO ) +  K i p | r, I 0>  01 < m 2(x) +  K 2\ t \ r~1, | % O » 0 l <
2 n

<  » 3  0 ) +  K3 I / y- 1  con mi(x)e~L2+n (£2), »Z2 O) etl O) 6  U / 2  (Ü)
72 -|— 2

e r  <  2 per ^  >  2 ed r  qualunque per r  <  2.

(*) Indirizzo dell’autore: Istitu to  M atematico « L. Tonelli » -  via Derna, 1 -  Pisa (56100). 
la v o ro  eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 

l ’Analisi Funzionale e le sue Applicazioni.
(**) Nella seduta del 13 maggio 1972.

■ . . . ' ' 3
(1) Con at (x , t) si indica la derivata parziale —  oc (x , t).  Analogamente per (x , t)

e (* ,/) .
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Le soluzioni di (i)  saranno intese in senso generalizzato: saranno cioè 
le funzioni u e W 1 (Q) <2>, tali che

(2) j  i f i  d x  ~ j  + (x > u OO) v O ) dx  =  °  Vz> e W 1 (Q).
Q ’ Q

La (2) è equivalente all’equazione funzionale

(3) u —  B (u) =  o u  e W 1 (D)

con B operatore com patto, variazionale, pari e con accrescimento superlineare. 
A  differenza del problem a del tipo

(4) v — AB (v) =  o

che è stato tra tta to  da num erosi A utori (cfr. [1], [3], [4]) m ediante la teoria 
di L usternik-Schnirelm an, non mi risulta che la (3) sia stata studiata, tranne 
nel caso in cui B sia omogeneo di grado maggiore di uno, caso in cui la (3) 
si riduce banalm ente alla (4). D ’altra parte, la presenza del param etro A non 
è sem pre naturale in questo tipo di problem a, e si può congetturare che basti 
l’accrescimento superlineare di B a garan tire la presenza di infinite soluzioni 
della (3): ciò che appunto viene dim ostrato in questa Nota.

U n  problem a per certi versi simile a (3) è stato affrontato da J. A. Hem pel 
in un recente lavorò [2] : egli studia l’equazione

(5) u  —  C (u) fi- B (u) =  o

ove C è un operatore lineare com patto positivo, dim ostrando che (5) ha tan te  
soluzioni quanti sono gli autovalori di u  —  AC (u) m inori di 1. Il m etodo usato 
da Hem pel consiste in questo: le eventuali soluzioni di-(5) si trovano certam ente

\ • • ° 1sulla varietà o ttenuta m oltiplicando scalarm ente in W  (Q) am bedue i m em bri0-1
della (5) per u. Egli dim ostra che questa è una buona varietà in W  (Q) e che le 
soluzioni di (5) sono i punti critici di un opportuno funzionale su tale varietà.

R iprendendo tale m etodo, dimostro che, se sono verificate le ipotesi 
(a) -  (e), allora la (2) ha infinite soluzioni. Si osservi che nel caso della (3), 
l’assenza del term ine lineare C (u ) e la presenza di —  B (u) al posto di B 0 )  
fa sì che -  a differenza di quanto accade nel lavoro di .Hempel -  la varietà 
che occorre ponsiderare ha categoria infinita, ha distanza positiva dall’origine 
ed è in ( generale non lim itata.

Desiderò ringraziare Giovanni Prodi per le utili discussioni avute con lui.

° 1 ° 1
(2) W  (Q) =  W 2 (IX) indica, come al solito, la chiusura rispetto alla norm a

j u- (x) dx  -j- 2  ^ x
ù ù

della classe 5) (Q) delle funzioni infinitam ente derivabili in fi e a supporto com patto in
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2. Poiché lo studio della (2 ) verrà fatto m ediante la teoria dei punti critici 
di L ustem ik-Schnirelm an, richiam iam o in questo paragrafo alcuni enun
ciati relativi a tale teoria. Per m aggiori dettagli si rim anda a [3] e [4].

D EFIN IZ IO N E  2 .1 . Sta  M uno spazio topologico e T  un sottoinsieme d i M.
n

S t definisce cat (T ; M) come i l  m inim o n  intero tale che T  C U T z- con T ï
i — 1

chiusi e contrattili ad  un punto  in  M. Se d i ta li interi non ne esistono, si 
pone cat (T ; M) =  + 0 0 .

Vale la pena rico rdare che, se consideriamo la sfera unitaria S in uno 
spazio di H ilbert di dim ensione infinita, ed identifichiamo i punti antipodali 
di S, si ottiene una varietà P (S) (spazio proiettivo di dimensione infinita) 
tale che cat (P (S) ; P (S)) =  +  00.

Il teorem a fondam entale della teoria di L —  S è il seguente: esso fissa 
una limitazione inferiore al num ero dei punti critici che un funzionale ha 
su una varietà.

TEOREMA 2 .2 . ([3], [4]). S ta  M una varietà ß 2 Riem anniana , completa, 
modellata su uno spazio d i H ilbert e sia f i  un  funzionale d i classe ß2 definito 
su  M, inferiormente lim itato e verificante la seguente ipotesi '{introdotta da 
R . Palais e S . Smale) :

(P -S) ogni successione (u fi C M  tale che fi  (ufi è lim itata e grad  f i  (ufi o,
ammette una sottosuccessione convergente.

Allora f i  ha almeno cat (M ; M) p u n ti critici.
Sia H uno spazio di H ilbert. Indichiam o con (• , •) il prodotto scalare 

in H e sia g  (u) un funzionale definito in H .

D e f i n i z i o n e  2 .3 . Direm o che M  =  {u  : u e H  , g  (u) =  0 }  è una varietà 
regolare d i codimensione 1 in  H  se g  è d i classe ß 2 e se i l  grad  g  (u) è non 
nullo su  M.

Nel caso particolare che M è una varietà regolare di codimensione 1 in 
H, può essere utile il seguente criterio per verificare T ipotesi (P-S):

L em m a 2.4« S ta  IVI — fiu?. U/ g una varietà regolare d i
codimensione 1 in  H . Supponiam o che grad  g  (u) =  u  —  K  (u) con K  opera
tore compatto. Ms Pinsierhe M s =  { u  : u  e M , f i  (u) <  s}  sia limitato. Inoltre 
supponiamo che grad  f i  (u) sia compatto e che per ogni numero reale s esista 
u?p h >  0 , tale che risu lti in  M* : || grad fi(u) \\>  h >  o. Allora fijM verifica 
Pipotesi (P-S).

Dimostrazione. Il gradiente di fi/M ha la seguente espressione:

S rad/ / „  («) =  g rad / ( « )  -  ■ f >» g ra d ^  («).
Il grad^ («) j|H

Si osservi che il secondo m em bro ha senso, perchè M è una varietà regolare 
di codimensione i in H. Poniam o a (u) =  || grad g  (u) |[H2 (grad/  (u), grad g  (uj).
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Consideriamo una generica successione u n tale che u n 6 M ', per un certo r  
fissato e che

(6) g r a d /  (u fi —  a (ufi g rad  g  (ufi) =  p n , con f n -> o.

Per dim ostrare il Lem m a occorre fa r vedere che tale u„ contiene una sotto
successione convergente. Ora, poiché u n e AL, segue che (ufi è un insieme 
limitato; quindi anche grad g  (ufi =  u n —  K  (ufi è limitato. Inoltre, per ipo
tesi, per u  e Mq g rad /  (u) si m antiene discosto da zero e perciò dalla (6) si 
ottiene che èsiste un h >  o tale che [ a (ufi \ >  % >  o. A llora si può scrivere:

(7) grad g  (ufi =  u„ —  K  (ufi =  (g r a d /  (u fi —  p fi  =  w n .

G rad f  (u) è com patto e (u fi è lim itato, quindi l ’insieme (w fi b relativam ente 
com patto. Inoltre dal fatto che u n è lim itato segue anche che K  (ufi è relati
vam ente com patta; allora dalla (7)-si ottiene che un è relativam ente com patta. 
C.V.D.

3. In  tu tto  questo §, come anche nel successivo, supporrem o sempre 
che siano verificate le ipotesi (a)-(e). Per u , v t  W X(Q) poniamo:

(8) ((«. > *0) =  /  X  (*) -£7  s ~  d*  •
ù

o 1 _
(8) è un prodotto scalare in W  (Ü) e la norm a || u  || =  ((u , ufi  è equivalente 
a quella usuale. Indicato con B l’operatore di W 1 (O) in sè, definito dalla

((B (*) , vfi =  I  , u  (xfi v (x) d x  Vv  e W 1 (Q),
Q

si ha che la (2) è equivalente all’equazione

(3) u —  B ( « ) = - ò  u  e W 1 (Q).

B è un operatore-grad ien te infatti si ha

B (u) =  grad  b (u) con b (u) f ds ^ (oc, su (oc)) u (oc) d x  .
0 Q

Si osservi che le relazioni precedenti hanno senso in quanto ^ (oc , t) verifica, 
assieme alla sua derivata ^  (oc , /), alle relazioni (e). Poiché inoltre t y ( x , t )  
è di classe v£2 rispetto a t  e anche ^ tt (x , t) verifica una condizione di lim i
tazione di crescenza (ipotesi (e)"), si ha che il funzionale

g  («) =  Il ti II2-— ((B (u) , ufi u t  W 1 (Ü)
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è di classe è 2. Inoltre le soluzioni di (3) si trovano sicuram ente sulla varietà 

M =  { u  : u € W 1 (£2) , g  (u) =  o , u  =(= o }.

Sem pre in virtù dell’ipotesi (e)y si vede che il grad g  (u) soddisfa a

((grad g  (u) , u)) =  2 \\u ||2 — j  [tyt (x , u (x)) u2 (x) +  ÿ (x , u (x)) u(x )]  dx
Q

quindi se u e  M si ha che: ((grad g  (u) , u)) =  J [ip (x , u (x)) u ( x ) —
Q

— ÿt (x ,  u(x))  u2(x)\ d x  <  o per u  =j= o perchè .cnt >  o per t  >  o per ipotesi.
D unque M è una varietà regolare di codimensione 1 in W 1 (Ü). Consi

deriam o poi il funzionale

f ( u )  =  — ((B (u) , u)) — b (u) .

Sem pre per l’ipotesi (e) si ha, che /  è di classe C2 e sfruttando il fatto che 
09:(x , t) è strettam ente positiva per t  >  o si vede facilmente che risulta:

(9) f  (u) >  0 per u= j= o, ((grad/  (u) , ^)) =j= o per u =j= o.

Sia ora u  un punto critico di f j M : esiste un X tale che grad f ( u )  =  X grad g(u).  
M oltiplicando scalarm ente per u  si ottiene:

4  ((grad ((B («), «)) ,«)) — ((B («)■,«)) =  2 X [ ||^ ||2_ 4 ( ( grad ((B («), «)) , «))' .

Ricordando che su M si ha || ^  ||2=  ((B (u) , w)) e che ((grad g  (u) ,«))={= o 
si trova che 2X — ■— 1 e di conseguenza che 2 /=  B (2/). Possiamo riassum ere 
tu tto  ciò nel seguente Lemma:

LEMMA 3.1. M è una varietà regolare d i codimensione 1 in  W 1 (£2); i  p u n ti  
critici d i f J M sono tu tti e soli le soluzioni d i (3).

Nel seguito ci saranno utili delle ulteriori proprietà di g  ed / .  Esse si
dim ostrano facilmente osservando che nell’ipotesi (e) r  è stato preso stretta-

. 1. ^ -f 2m ente m inore di --------.n -— 2

Lemma 3.2. f  (u) e g (u)  sono fu n zio n a li d i classe V2 debolmente continui. 
Inoltre, grad f ( u )  è compatto, mentre grad g  (p) si può esprimere come u  — K (u), 
con K  operatore compatto.

4. In  vista di applicare il Teorem a 2.2, cominciamo con lo studiare 
le proprietà omotopiche di M; a questo scopo dim ostriam o dapprim a il 
seguente Lem m a:

LÈMMA 4.1. Esiste un  s >  o, tale che per ogni u £  M si ha || u\\ >  s.

Dimostrazione. V ista la definizione di M, basterà dim ostrare che esiste 
una sfera U  di centro l’orìgine e raggio c >  o, tale che Vu  e U \ { o }  si abbia 
g  (u) > 0 .  Essendo g  (o) =  o, il Lem m a sarà quindi provato, non appena
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si m ostrerà che u  == o è un punto di minimo relativo proprio per £*. Poiché 
g  è di classe (B2 (Lemm a 3.2.) basterà dim ostrare che g "(°) iv ì [v ì >  °  (3)- 
Risulta:

g" 0u ) M  [w ] — 2 ((^  , w )) ■—  2 J (fi f u (x)) v (fi) w (fi) àx  —

Q

'■— J* (x  , u (x)) u (x) v (oc) w  (oc) d x .
Q

Poiché ^  (oc , o) =  o, si deduce che g "  (6) [v] [v] >  o. C.V.D.

Passiamo ora allo studio della categoria di M:

LEMMA 4.2. M è invariante rispetto alla simmetria j  : u  -> — u, ed è omeo-
Q 1

morfa ad  S =  {u  : u  t  W  (Q) , || u  || =  1 } con omeomorfismo compatibile con j .  
Q uindi, indicata conili la varietà ottenuta identificando i p u n ti antipodali d i  M, 
si ha che cat (M ; M) =  +  00.

Dimostrazione. Sia u t  S. Calcoliamo il

(io ) lim ^  ( Il tu  ||2 —  ((B (tu) , tu)) ) — lim ( 1 — / oc (oc y tu (x)) (oc) dx
/ +  oo i  —> +  00 \  J

Q

Poiché l’insieme degli x t Ç l  tali che u (pc) =f= o è di m isura positiva, e poiché 
per ipotesi lim a ( r  , s) =  +  00 (per quasi tu tti gli x  £ Ü), si deduce che il

s—> ± 0 0

limite (io) vale — 00. A llora per t abbastanza grande si ha che g  (tu) <  o; 
d ’altra parte, ragionando come nel Lem m a 4.1, si vede che esiste un e >  o, 
tale che per t =  z risulta g  (tu) >  0. Quindi esiste uno ed un solo t, d ipen
dente da u t  S, tale che tu  gM : l’unicità dipende dal fatto che essendo (vedi 
§ 3) ( ( g r z d g f i )  , ufi) <  o per ufi= o, se t ' u  e t n u  appartenessero ad M (u t  S 
fissato) allora

t r

g  (fi u) — g  (fi' u) =  I ((grad g  (su) , ufi) di* =  o <=» fi =  t".  
r  '

Inoltre da ((grad g  (u) , ufi) =j= o segue anche che t  dipende con continuità 
da u. Poiché f i  (x f i )  =  — ^ (oc , — /), questo omeomorfismo com m uta con j  
in quanto allora si h a ^ ( — tu) = g ( t u ) .  Analogam ente si verifica che se v GM 
anche — z/gM.  D unque M è omeomorfo allo spazio proiettivo P (S) e quindi 
cat (M ; M) =  cat (P (S) ; P (S)) =  +  00. Il Lem m a risulta così compieta- 
m ente dim ostrato.

(3) Con g"(o) [v] [z/] si intende il valore che l’applicazione bilineare g"(o) assume nel 
punto {v , v).
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Passiam o ora a provare che f [ M verifica l’ipotesi (P -S) ; dim ostriamo 
prim a il seguente Lemma:

Lemma 4.3. Per ogni u e M risulta f  (u) >  — \\u\\2.

Dimostrazione. Risulta:
1

/  (u) ~  v  J u (x ) ^ (x  ’ u  (■x)) di* ^  z/ (x) <l> (x , su (x)) dx  =
0 6

1

=  I  ds ! su2 (V) { a , zz (#)) — a (x } su (x)) } d x  .
0 Q

Poiché per l ’ipotesi (d) si ha che oc (x , t) — oc (x , st) >  (1 — V) oc (x , t) 
V j 6 ' [ o ,  1], si deduce che:

1

/  (fi) >  I ds ! s (1 —  s) ù 2 (x) oc (x , u  (x)) dx  =  ~  u (x) ^  (x , u (x)) dx  .
0 Q Q

M a per ogni uE  M si ha che || u  ||2 =  j* ip (x , u (fi)) u (x) d x  e quindi dalla
Q

D i)  segue la conclusione C.V.D.

Lemma 4.4. Per ogni s >  o un  R >  o tale che M s C { u : \\u\\ <  R}.

Dimostrazione. L a dim ostrazione è im m ediata conseguenza del Lem m a 4.3. 
C.V.D.

U n ’altra  conseguenza del Lem m a 4.3. è che f  (fi) si m antiene discosta 
da zero per u  e M.. Precisamente:

LEMMA 4.5. Esiste un  h >  o tale che per ogni u  e M risu lti f  (fi) >  h >  o.

Dimostrazione. L ’affermazione discende dal Lem m a 4.1. e dal Lem m a 4.3. 
C.V.D.

Siamo ora in grado di dim ostrare il seguente Lemma:

Lemma 4.6. f / M verifica Vipotesi (P-S).

Dimostrazione. D al Lem m a 3.2 si ha che g ra d /(zz ) è com patto e che 
gr&dg (fi) =  u  —  K (fi) con K operatore com patto. Inoltre dal Lem m a 4.4 
segue che M.s è lim itato per ogni s. L a conclusione voluta seguirà allora dal 
Lpipnia 2.4, non appena si proverà che g rad /(zz) si m antiene discosto da zero 
in M s per ogni s. Per dim ostrare questa affermazione ragioniam o per assurdo 
e supponiam o che esista una successione u n , u n e M s, per un ^ fissato, e con 
g r3 ,d f (un) -> o. Poiché M.s è lim itato, da u n è possibile estrarre una sotto- 
successione (che indicherem o ancora con u n) convergente debolm ente a ü. 
Poiché /  è debolm ente continua (Lemm a 3.2.) e poiché, per il Lem m a 4.5, 
si ha che f  (u^) >  h >  o, si trova che:

/ ( « )  =  lim f ( u n) > o .
« - » - f o o
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Quindi ü  =j= o. Inoltre si avrebbe:

((grad /  (fi) , ü)) =  lim ((grad f  (un) , u„)) =  o.
n —> +  00

M a per la (9) questo sarebbe possibile solo se ü  =  o, e ciò è assurdo. C.V.D.
Si può ora provare il risultato voluto:

T eo rem a  4.7* S'zæ Ù C R ”: ^  aperto lim itato e siano a^k {x) e ^ (x  , t) 
fu n z io n i soddisfacenti alle ipotesi (a) , (fi) , (c) , ( /̂) ^  (^). Allora (2) ha infinite  
soluzioni.

Dimostrazione. Per il Lem m a 3.1 le soluzioni di (2) sono i punti critici 
di f j M. M è una varietà regolare di codimensione 1 in W 1 (£2); f  è un 
funzionale di classe e 2 inferiorm ente lim itato e verifica Y ipotesi (P -S) 
su M (Lemm a 4.6). Inoltre per l’ipotesi (c) f i  è un funzionale pari e quindi, 
considerato su M, ha, per il Teorem a 2.2, un num ero di punti critici 
almeno eguale a cat (M ; M). Per il Lem m a 4.2 questi punti critici sono 
allora infiniti. C.V.D.
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