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Analisi matematica. — Su/ problema di Goursat per un’equazione
di Mangeron ©. Nota III di Meamer Namik OGUZTORELI, presen-
tata 0 dal Socio M. Pricone.

SUMMARY. - In'this paper we investigate a Goursat problem for a polyvibrating
equation of D. Mangeron, extending certain results of M. Picone and of the Author.

Si deve all'lllustre Accademico Linceo Mauro Picone la preziosissima
spinta a proseguire le nostre ricerche concernenti le equazioni di Mangeron.
In cid che segue si inizia lo studio di vari problemi concernenti tali equazioni,
atti a dare la risposta alla domanda formulata in una recentissima lettera
del Nostro Amatissimo Maestro @, e cioé:

Se in quelle equazioni comparissero derivate parziali d’ordine inferiore
alle derivate parziali che stiamo considerando, continuerebbero a sussistere
i risultati gia conseguiti ed in caso contrario come andrebbero modificati?

1. Siano g (x) ed % (y) due funzioni di classe @' monotone, rispettiva-
mente, negli intervalli o<x < a e 0<y < a e soddisfacenti le condizioni
) g0 =i =0 , o<g©OKO) <1,

o<g@<ix , o=h()<.y.

Siano inoltre G,(x) e H,(») funzioni di classe €% rispettivamente, nei
medesimi intervalli o <x < a e 0 <y < «, soddisfacenti le condizioni

(2) Gy (0) = H, (o) (=o0,1).
Si consideri l'equazione polivibrante di Mangeron
LN 22 ,
(3) w3y [ﬁ<x’3’)—gx<xéyi)—“7\9(x,y)u(X,y)]=

=kr(x,y>%(x,j/) +5<x’y>’

ove.p(x,¥),9(x,9),7(x,y) e s(x,y) sono funzioni note di classe C
nel quadrato @ = {(x,y)|o<r<a,0<y<a},A & un parametro e
#=u(x,y) ¢ la funzione incognita. Si suppone che sia (x, ) ==0 nel 9.

In questo lavoro si studia il problema di Goursat che consiste nella deter-
minazione della funzione # (x, y) di classe €® in 9, possedente ivi la derivata

(*) This work was partly supported by the National Research Council of Canada under
the Grant NRC-A4345 through the University of Alberta.

(*¥*) Nella seduta del 13 maggio 1972.

(1) Lettera dell'Illustre Accademico Linceo Mauro Picone dal 13 marzo 1972 indiriz-
zata a M. N. Oguztéreli e D. Mangeron..
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R 24 . .
seconda totale di Picone [1]-[2], 8;52—;;2’. continua e soddisfacente l'’equa-

zione di Mangeron (3) e le condizioni di Goursat

32ku< ,

@ |y =Gt @ 0z <),
ux, )
W x=lz(y)= Hk (y> <O£yg O(.)’

essendo £ = o, 1. Diciamo pure che il problema di Goursat di cui sopra era

stato considerato nel caso in cui p(x,¥) =1 e ¢ (x,») = 0 nella nostra
Nota [3].

2. Due integrazioni successive applicate all’equazione (3) conducono,
_rispettivamente, alle eguaglianze

) A —fdaj S, dn +

A q<x,y>u<x,y>+Jﬁdzj'r<am>u<a,n>dn§+[<p1<x>+¢1<y>1 |
0 0

x ¥ dl _ﬁx M
©) wie, ) = [t [ Seiter [ s @ o +
0 0 0 0

x

+fdaf[<p1<a> + 41 ()] dn+x§J'daI“5’”? w () dn +

2E,m)

+fda1f7£f‘jwf§af;<a,n>u<z,n> dn§ o)+ b O,

ove 9,(x) e ¥, () (A=o0,1) sono funzioni arbitrarie di classe @' in
o< x< a e, rispettivamente, in 0 < y<a. ‘

E pertanto, in virtt delle condizioni di Goursat (4), si ricava dall’equa-
zione (35)

7 P1(x) + 1 le@] =2[r, g @) G1(x) — g [x, g (@)] Go(x) —

(€} x £(x)

—fd&js(& n)dn——lfdifr(i &, ) dn,
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come pure

® @M+ U=, y1H, () —N[k(),y]Hy () —
2y ¥ i(y) oy

__Ofdgofs(g,n)dn*x(jdaoj'r(i,n)u(i,n)dn-

Eliminando dalle equazioni (7) e (8) la funzione ¢y, si ottiene, dopo una
serie di calcoli e procedimenti algoritmici che non sono n¢ tanto facili né
tanto elementari, ’equazione funzionale di Abel-Schroder

©) P [F (W] — 91 (%) = Fy (%) + 2 (Ry %) (),
ove si & posto f(x) =/k[g(x)] e
(10) @) ={2/®,g@ Hilg@®] —2[x, g*)] G1(x)} +

x £(x)
+2{glx, £(®] Go(®) — ¢ [f (x) , g ()] Ho[g ()]} +—fdafs<a,n> d
F(x) 0

come pure
x £(x)

(1) Rew) (@) = [ &2 [r @ mu, mdn.

f= 0

E ben chiaro che la funzione Fi(x) ¢ di classe €' in o<x <« e I'ope-
ratore (Ry#) (x) & pur esso di classe @' nel medesimo intervallo per ogni
u (x,y) continua in . E pertanto, I’equazione (9) possiede una soluzione di
forma

(12) a@ =11+ 2 (R @] + 2R [ @],
ove v, & una costante e £*(x) =z, £ (1) =/ (@), -, /" @ =F[F @] - .

Si ha inoltre, in virth delle equazioni (8) e (12),

(13) () =—v1 +2[2(»), y1Hi(») — M [2(3), ] Ho(y) —

o)y
— ZRLGON — | & [ <@, mdn—
o o 0
R CO R -
[ [rE nuE mant S muorreon].
0 0 B o

Poiché la costante y; sparisce nella somma @, (x) + $;(9), si pud prendere
Y1 =0, e, dunque, le funzioni ¢;(x) e ¢y (¥) sono determinate in un modo
univoco e si ha

(14) e1(®) + 41 () = Mi(x,9) + 1Ty ) (x,9),

48. — RENDICONTTI 1972, Vol. LII, fasc. 5.
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ove si ¢ posto

(15) Mi(x,») =2[£),y]1 Hi(y) —N¢[% (¥) , ¥] Ho(y) —

b(y) 4

—/ 2 s@ man + 3R — B GO0

0 0

(16)  (Tiw) (x,2) = 2 {Ri0) [/ @] — R [/ G ()]} —
/nh(y) 4
— | g | r @& muE,mdn,
o 0

Sostituendo ora nell’equazione (6) cid che ne risulta  dall’eguaglianza
(14) ed applicando le condizioni di Goursat (4) pel caso in cui 2= o0, si
ottiene la seguente coppia di ‘equazioni funzionali:

x £(x)
dn,

(07 o) +dalg (] = Go ) — jdalfﬁ(g ,,)szfs@ ) dy—

£(x)

—fdzJMmz n)dn—k§fd£f (T €+ 25D s, ) dn +

x £(x) 2 Ny
X dn, : \
[ dn [ Gy @8 [r @ anf
0 0 0 0 )

(§

hy)
dy,

(18 wlO] + ) = Hot)— [ a5 [ 5 ) dafs@ ) dn—
0 0

A(y) My) oy

Gt [ M@y dn—d [ [ [T @) +5ED w @] dn +

0 0 0 0

(y)

fdalf ; - jd&jr(& W (E, ) dnf.

Eliminando ora dalle equazioni (17) e (18) la funzione ¢, si ricava
I'equazione di Abel-Schroder

(19) @0 [f ()] — ¢ (%) = Fo(¥) + A (Ro2) (%),
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ove si & posto

(20) Fo(#) = Ho[g ()] — Go(x) +
x £(x) & x &(x)
Q| s [ G5 [5G mdn+ [ d2 | M@, ) dy
f!éf) J 2 7)1) J J fi) 0J
Z £(%)
Gn R @)= [ [ (M0 @+ SED w @) d+
f@ 0
x 2(x)
+ [ | st )fdzj r @& m e, dn.
f(=) 0

E ben chiaro che la funzione Fo(x) & di classe @' in 0 <x < a come
pure lo ¢ (Ro#) (x) per ogni funzione continua « (x,y).

Utilizzando i procediménti or ora eseguiti, si pud dimostrare senza diffi-
colta che si ha pure ‘

(22) Po (%) + Yo () = Mo(x,3) +r(Tow) (x, ),

ove si & posto

(23) Mo(x,5) = Ho(y) + ;} {Fo[/* 0] — Fo[f" A (¥N1} —
I

)y B Ny
. o g .

— [z [ myan— [an [ oz o @ n an
0 0 0 0 0 0

e

(24) (Tow) (x,y) = :.20 {Ro2) [/ ()] — Ro2) [f" (= (¥)]} +

() ¥

+ [ [ @ + L2 e, ) dn +
0

0

)y

O{dalj o Jd&fr(& u ) dn.

Dopo aver sostituito nell’equazione (6) la relazione (22), si ottiene 'equa-
zione integrale

(25> %(X,y)ZM(x,y>—I—)x(T%)(X,j/),
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ove si ¢ posto

(26) M(x,y>=Mo<x,y>+fdaj'Ml<a,n>dn+
0 0
x ¥y 51 M
: o B
I R .y O N T
J Gfﬁ(al’nl)oj J :

(27) (Te) (%, ) = (Tow)(x, ) +

x ¥

+ [z [[m @+ 2EB v an +

0

M

—i—fdilj s 1)Jd£Jr(ﬁ D) dn.

Si pud verificare senza difficolta che 'operatore lineare T applica lo spazio
di Banach ¢ di tutte le funzioni continue in 9, provvisto di una norma uni-
forme, in sé stesso ed ¢ limitato. Eppercid, 'equazione (25) ammette, per A
sufficientemente piccolo, una soluzione unica in € e questa soluzione & pur
essa di classe @ e vi possiede la derivata totale seconda di Picone continua.
Per conseguenza, il problema di Goursat (3)-(4) ammette nel caso or ora con-
siderato una soluzione unica.

3. In una serie di lavori seguenti ci occuperemo, pur tenendo conto dei
risultati conseguiti sin’ora dal D. Mangeron, L. E. Krivoshein, G. Birkhoff,
W. Gordon e S. Easwaran ed altri ancora [4]-[10], di certe altre estensioni
alle equazioni polivibranti di Mangeron della ingente mole di profondissimi
risultati dovuti all’Illustre Accademico Linceo Mauro Picone, da Lui esposti
nelle Sue celeberrime Memorie concernenti equazioni alle derivate parziali
del secondo ordine del tipo iperbolico in due variabili indipendenti, pubblicate
nei « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo» negli anni 1910 [11]
e 1911 [12] e ben giustamente riprodotte a Roma nel 1969 in fotocopie.
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