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Matematica. — Une caractérisation topologique des générateurs
infinitésimanx de semi-groupes analytiques et de contractions sur un
espace de Hilbert. Nota di JEaAN—PHILIPPE LABROUSSE, presentata
dal Corrisp. G. STAMPACCHIA.

RIASSUNTO. — Sia € (H , K) l'insieme degli operatori chiusi di uno spazio di Hilbert
H in uno spazio di Hilbert K e se A, Bc@(H, K) sia ¢(A, B) la distanza proiettiva fra
A e B (cfr. ad esempio [2]).

Utilizzando g si dimostra una condizione necessaria e sufficiente affinché i prodotti AB
e BA esistano e siano tali che un fissato A ¢ C appartenga a p (AB)np (BA) [ (T) insieme
risolvente di T1.

Ponendo H = K e B = I si deduce, sempre utilizzando g, una caratterizzazione dei
generatori infinitesimali di semi-gruppi analitici e di contrazione.

Soit H un espace de Hilbert complexe et soient M et N deux sous-espaces
fermés de H. On pose, comme dans [2]:
(D) &M, N) = [[Pm — Px|

o Py et Py sont respectivement les projections orthogonales de H sur M
et sur N. Posons également:

() (M, N) = [[(I—Px) Pu].
Finalement rappelons le Corollaire 3.1 de [2]:

(3) MAN'=M'NN={o}=8M,N) =8N ,M) =g (M, N).

LEMME. Les trois conditions suivantes sont équivalentes:
) g=g(M,N) <1
by M+N=H ; MAN={ok

<) {7 existe une projection Q de H sur M telle que 1 — Q soit une
projection de H sur N*.

Démonstration. a) = b). Soit # €MAN'; alors:

Pu—PNu=0—Pyu=u
d’ol

lizell = [|(Pu— Px) ]| < g (M, N) [[2e]| < [|a]]

et par conséquent # = 0; donc M N'= {o}.

(*) Nella seduta del 13 maggio 1972.
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De méme on voit que g<1=M'NN={o} do: (M'AN)}=
=M + N'=H. Il reste donc a meontrer que M -+ Nt est fermé.,
Soit donc # € M -+ N Alors = v 4w avec v€M et weNL On a:

el = llo|* + @]’ + 2 Re (v, )y .
Donc:
lo*+ [l |*=|||"— 2 Re (Puw , (1 — Px) ), = ||| — 2 Re (1 — Py) Puo, w),,
214 lleo | < f|2|* 4 2 || (Ps— Px) Pyl || < [||*+ 2.2 o]z
d’oul finalement:
@ lolF<llelPi(t—&s 5 JwlP< Pl —g>.

Soit maintenant % € H; alors il existe une suite de Cauchy {,} avec
u, = v, +w, € M+ N* convergent vers z. On déduit de (4) que {z,} et
{w,} sont des suites de Cauchy convergent respectivement vers v € M et
weN, dol »=v-+weM -+ N.

6)=¢). Soit u € H; alors # = v+ w avec v € M et w € N' uniquement
déterminés. Posons: Qu = v, (I —Q)u =w. Q est évidemment linéaire et
idempotent (donc I — Q aussi). Comme Q et I — Q sont visiblement surjectifs,
il reste & montrer que Q est continu, en utilisant le Théoréme du graphe fermé.
Soit {#,} CH telle que:

u, —u ; Qu, —~uv.

Alors v€M et (I —Q)u,>weN". Donc u=v-+w et Qu= 2.

¢)=a). Posons Q= Q‘N. On a: ||Qn|| < ||Q] et on voit facilement
que Qy est une bijection de N sur M. En effet, si # €N et Qnz =0 on a:
Qu=o0 et donc #€ N'NN = {o}=u = o.

Soit

vEM |, v=uv,4+v, , v;EN | o,eN.
Alors;
v=Qu=Qu;=Qno; et [o|*=v[’+ 2/’ =[Q8 2|+ (I — Px)o|’
et par conséquent:
18" 2| = lj#]* — | (1 — Px) Pu o
d’ou
1o]2 = [1Qx Q=" o < 1QuI (llo )2 — || (I — Px) P |

et finalement
[(I—Px) Puo|>< (0 —1/IIQxl®) flo]P.
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Donc:

(5) FM,N) <1 —1/|[Qx|F < 1 —1/|QP.
Or )=>MAN'=M'AN = {o}.

En effet:

ueMNAN' 20 =Qu+ (I —Qu=u+u=u=0
weM'AN et u=Qu+(I—Qu=|u|f=0=u=o0.
Donc, en utilisant (3) on obtient:
(6) £=gM, N)=8M,N<1—1/|QF<1.

REMARQUE. A4 partir des z'ne:ga/z'te’sv (4) et (6) on trouve que quand l'une
des trois conditions du Lemme est satisfaite on a:

) IOxl = 11Qll = 1/f T —¢2.

En inversant les riles de M et de N on trouve aussi ||Q] = ||[I —Q].

Soit- maintenant A un opérateur fermé & domaine dense D(A) C H,
de D(A) dans K et B un opérateur fermé i domaine dense D(B)CK de
D (B) dans H, ot K est un espace de Hilbert complexe. Soit G(A) et G (B")
respectivement les graphes de A et de B*. On pose:

®) g, B =¢(GA), G(BY).

THEOREME 1. g(A,B") < 1e=AB ot BA sont respectivement des
opérateurs fermés a domaines denses de K dans K et de W dans H, avec
—1€p(AB)N p(BA) on p(AB) et p(BA) sont respectivement les ensem-
bles résolvants de AB et de BA.

Démonstration. =) Supposons g(A , B) < 1. Alors d’aprés le Lemme
on a: G(A)+ G(B*'=H+ K. Donc si feH, il existe #E€ D(A) et
v € D(B), uniquement déterminés, tels que:

{f,o}y={wu,Au}+ {Bv,—uv}.
Posons: #=Rf; v =S/ On a:

f=Rf+BY |

o— ARf—gf | =/ =+ BARS.

Donc: R:H|-—D(I+ BA). En outre, comme g(B*,A)=g(A,B"), on
trouve de la méme maniére qu'il existe un opérateur R* tel que

R*:H|——>D (I4+A*B*) avec VgeH (I+A"BHRg=g.
Supposons maintenant que ¢ | R (H). Alors Vf€ H on a:
o=(g,Rf)y=(I+ABY) R, Rf)y= R"¢,/)y-



634 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LIl — maggio 1972 [376]

Donc

Rf¢=o0=g=(I+A*BHR*s =0
ce qui entraine que D (I 4 BA) D R(H) est dense dans H.

Finalement soit » € D ((I 4+ BA)*). Alors:
Vu €D (I + BA), (I + BA)u, o)y = (u,v), = (u, I+ A"B) R*o*),

= (14 BA)u,R*"), =0 =R"".

Donc
veDI + A*BY) et o' =(I+ABYo.
Ainsi
D((I+4 BA)) CD(I+ A*BY).
Comme linclusion inverse est évidente, on a:
(I 4+ BAY*= 14 A*B*

et de méme

(I+A*B"*=1-BA.

Donc I+ BA est fermé, a domaine dense (= R(H)) et surjectif, ou
encore — 1 € o(BA). En inversant les roles de A et de B et en utilisant
égalité g(A™, B) = g (A, B) (cf. par exemple [2], Proposition 5.1) on com-
plete la démonstration.

=) Si —1€p(BA)N p(AB)
posons:

Ri=(1+BA)™" : H-—DI+ BA)
Re=(I+AB)' : K|-—->D(I -+ AB).

Alors V{f,g}€H+K si u=R,f+ BRyg et v = AR, f— Ryg on a:
{fogy={u,Au}+ {Bv,—uv}.

Donc,

GA+GBY=H+K.

En outre, {f,£}€G(A)NG(B")' =g =Af et f=—Bg et par consé-
quent (I4+ BA)f=o0=f=o0. Donc G(A)N G (B*)'= {0} et en utilisant
le. Lemme on voit que g(A, B*) < 1.

REMARQUE. 7/ ressort de cette démonstration que si nous notons encore
Q la projection définie dans le Lemme et corvespondant s M = G (A), son expres-
ston dans H - K est donnde par la matrice:

] R: BRs. )
©) Q= (ARI I——Rz>'
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Le Théoreme a comme premiére conséquence évidente:

COROLLAIRE 1. Soiz A € C,\==0, et soient ¢ et ) tels que o - = arg \.
Alors;

AEPAB) N p(BA) &= It €RY avec g(e=*Aft, —2 BY|A|) <1
== VieRYgle=* Alt, — e’V B¥||0]) < 1.
COROLLAIRE 2. Soiz A€ C,\=o0, et soit © = argh. Alors si H=K
)  repA)e=g AN, —eD) <1
i) =< PIA—=DT P+ [AA =N < 1/ —g?)
ot g =gAl|n],— D).

Démonstration. (i) s’obtient a partir du Corollaire 1 en prenant B = I.

Pour établir (ii) observons tout d’abord que si B =-—¢=* 1 la projection
Q sur G(A/|A]) s'écrit:

—rA—=NT"  @a-—nT"
Q= ( — N AA =N A(A—D_l)'

Donc si f,g€H on trouve:

1Q{/, &3P= NP IA—NT (—F+ [ gMIF+ JAQ—R)T (—F-F 2] gmI?

< 2{[ AP HA =N+ AA =T AL+ gD
D’autre part, si # € H, prenons f = —u[2 ,g = A|A|-%/2. Alors:
INPIA—D 2P+ JAAQ—N P =

= QU= MIA | adIF < - 1QIF ]
Donc
PIA =T < 1QF 5 [AA—NT <IN
et (ii) est démontré en utilisant (7).

THEOREME 2. A est un générateur infinitésimal de semi-groupe analytique
e=>3de>0,Vo€)l—nj2—c,nf2+4¢[,IC, telle que Vt€RY g(Aft, — 1) <
<C,<r1.

Démonstration. =) Soit A € p(A); posons A = #e*®. Alors g(Aft,— e?]) <1
et de (ii) du Corollaire 2 et de la condition A —nY < C/|x| on déduit
que 1/(1—g?) est borné indépendamment de # et par conséquent que
g <C, <1 indépendamment de %
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<) On voit sans peine que p(A) contient le secteur — T2 —e<argh <
< m/2 4= En outre, de (ii) du Corollaire 2 on déduit immédiatement que
IMIA—NT < % 1/} 1 —C; constante indépendante de .

THEOREME 3. A est un générateur infinitésimal de semi-groupe de contrac-
tions ==supg(Alt, —1) =1/ 2.
£>0

Démonstration. <) g(Alt,—1) < 1/f2=1—g2 2% = 1/(1 —g%) < 2

et en utilisant encore (ii) du Corollaire 2 on trouve:
VAER"  JA—nT < /]3]

ce qui, étant donné que p(A) D RY, entraine bien le résultat cherché.

=) Alors A est dissipatif, d’ot si A € R on a:
el = |AA—NT"u—rA —) " u|f
= [AA—N" %P+ [(A—N) T |f—22Re(AA—N " u, (A —N ")y
= [AQA =0 w4 (A —n " ulf.

On en déduit que [ Q({/, e NI* < I/ —2l* < 2 (I/I" + g dot [|QF <2
ou encore 1/(1—g?) <2 g<1fJ2.

REMARQUE 1. En wtilisant le Lemme 5.3 de [3] on déduit du Théoréme 3
que lensemble des générateurs infinitésimaux de semi-groupes de contractions
est fermé dans la topologic induite par g.

DEFINITION. Sosiz A, B € @(H , K). Posons:
m (A, B) = supg(sA, sB) , s € R
s<1

1l est évident que m est ume métrigue sur C(H , K).

REMARQUE 2. On peut facilement démontrer & partir du Théoréme 2 que
Pensemble des générateurs infinitésimaux de semi-groupes analytiques est ouvert
dans la topologie induite par m.

Ajoutons en conclusion que le Théoréme 1 se généralise facilement au
cas du la condition — 1 € p(AB) M p(BA) est remplacée par une condition
du méme type oli 'ensemble résolvant de Fredholm (ou méme le complément
du spectre essentiel) joue le réle de ’ensemble résolvant. De méme on déduit

facilement du Théoréme 1 des résultats du type du Théoréme 3.1, p. 208
de [1].
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