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Matematica. — Une caractérisation topologique des générateurs 
infinitésimaux de semi-groupes analytiques et de contractions sur un 
espace de Hilbert. Nota di J e a n - P h i l i p p e  L a b r o u s s e , presentata (,) 
dal Corrisp. G. S t a m p a c c h i a .

RIA SSU N TO . —  Sia (2 (H , K) Pinsieme degli operatori chiusi di uno spazio di H ilbert 
H in uno spazio di H ilbert K e se A , B c  (2 (H , K) sia g  (A , B) la distanza proiettiva fra 
A e B (cfr. ad esempio [2]).

U tilizzando g  si dim ostra una condizione necessaria e sufficiente affinchè i prodotti AB 
e BA esistano e siano tali che un fissato X e C appartenga a p (A B )np(B A ) [p (T) insieme 
risolvente di T].

Ponendo H =  K e B =  I si deduce, sempre utilizzando g, una caratterizzazione dei 
generatori infinitesimali di sem i-gruppi analitici e di contrazione.

Soit H un espace de H ilbert complexe et soient M et N deux sous-espaces 
fermés de H. On pose, comme dans [2]:

(O * ( M , N )  =  ||P m — P n II

où P m  et P N sont respectivem ent les projections orthogonales de H sur M 
et sur N. Posons également:

(2) §(M  , N) — ||(I — P N) P M||.

Finalem ent rappelons le Corollaire 3.1 de [2]:

(3) M n  N1 =  M1 n  N =  {o } => 8 (M  , N) =  8 (N , M) =  g  (M , N).

L e m m e . Les trois conditions suivantes sont équivalentes'.

a) g  =  g (M  , N) <  i.

b) M +  N x - H  ;

c) I l  existe une projection Q de H sur  M telle que I —  Q soit une 
projection de H sur  N1.

Démonstration, a) => b). Soit ^ e M f i N 1; alors:

( P m  — - P n )  u  =  ( l  —  P n )  u  — u
d ’où

Il «Il =  H(Pm — PN) « | |  < ^ ( M  , N )  |M |  <  ||«H' 

et p a r conséquent u  — o; donc M n  N 1 =  {o'}..

(*) Nella seduta del 13 maggio 1972.
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De m êm e on voit que g  <  i O N =  {o} d ’où: (M 1 fi N)1 =
=  M +  N i = H .  Il reste donc à m ontrer que M +  N1 est fermé.

Soit donc u e M +  N1. Alors u  =  v +  w  avec v G M et w  e N1. On a:

Il U ||2 =  Il V ||2 -f- \\w \f -j- 2 Ré? (v ,-w)H .

Donc:

IM|2+ I M |2= |M |2~  2 RKPmz'j ( I— Pn)«')h=II«!|2- 2 R< ( i - pn)Pm^)k')h 

IMI2+  llw ll2<  Ilu if +  2 II (Pm -1— Pn) Pmz'IHMI <  ll^ll2+  2 g  IMI • H«>11

d ’où finalement:

(4) |M f <  !M|2/ ( i - / )  ; IMI2< IM I2/ ( i ~ / ) .

Soit m ain tenant u  G.H ; alors il existe une suite de Cauchy { u n} avec 
u n == vn. +  w n e M  +  N l convergent vers u. On déduit de (4) que {vn} et 
{w n} sont des suites de C auchy convergent respectivem ent vers v G M et 
w  g N, d ’où u  — v -\-w  g M +  N1.

b) =» c). Soit u  G H; alors u  =  v +  w  avec v G M et w  G N 1 uniquem ent 
déterminés. Posons: Qu  =  v, (I ■— Q) u  =  w. Q est évidem m ent linéaire et 
idem potent (donc I — Q aussi). Comme Q et I — Q sont visiblement surjectifs, 
il reste à m ontrer que Q est continu, en utilisant le Théorèm e du graphe fermé.

Soit { u H} C H telle que:

u n -> u  ; Q un -> v .

Alors v G M et (I —  Q) u n ~>w G N1 . Donc u  =  v -fi- w  et Qu  =  v.

c )  =*a). Posons Q n =  Q|n . On a: | | Q n | | < | | Q | |  et on voit facilement 
que Q n est une bijection de N sur M. En effet, si u  G N et Q ^ u  =  o on a: 
Qu =  o et donc u  G N 1 n N == {0} =4> u =  o.

Soit

v G M , V =■ v1 -\- v% , z / p N  , v2 G N1.

Alors:

v =  Qv =  Qzq =  Qn zq et || » ||2=  || Pl |j2 +  || 1|2 =  || Q ü' v  ||2 +  || (I —  P N) » ||2 

et par conséquent:

IIQn1^!!2 =  IM |2 -— Il (I — P n) P m » ||2

d ’où

Il » f  =  Il Qn Qn 1 » II2 <  || Qn ||2 (|| v ||2 —  || (I —  P N) P M » ||2)

et finalement

11(1 P N) Pm ^ !|2 <  (1 - i /Il Qn ||2) Il ^ II2 •
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Donc:

(5) S2(M  , N ) <  i - i / | | Q n ||2 <  i - i / I I Q I I 2 .

O r r) => M n N1 =  M 1 n N =  { o }.

En effet:

u  € M n N1 =» u — Qu  +  (I — Q) u  — u  4- u . => u  =  o 

^  e M 1 n N et u =  Qu  -f- (I —- Q) u  => || u  ||2 =  o => u — o . 

Donc, en u tilisant (3) on obtient:

(6) g 2 =  g 2 (fü  , N) — S2(M , N) <  i — • 1/IIQII2 <  i .

REMARQUE. A  p a rtir  des inégalités (4) et (6) on trouve que quand Fune 
des trois conditions du  Lem m e est satisfaite on a\

(7) IIQn II =  IIQII =  I / | / U = F .

E n  inversant les rôles de idi et de N on trouve aussi ||Q  || =  || I — Q | |.
Soit m ain tenant A  un opérateur fermé à dom aine dense D ( A ) C H ,  

de D (A) dans K et B un opérateur fermé à domaine dense D (B) C K de 
D (B) dans H, où K est un espace de H ilbert complexe. Soit G (A) et G (B*) 
respectivem ent les graphes de A  et de B*. On pose:

.(8)' g  (A- , B*) = '^ (G (A ) , G (B*)).

T h éo rèm e  i. ^ (A  , B*) <  1 AB et BA sont respectivement des
opérateurs ferm és à domaines denses de K dans K et de H dans H, avec 
— i e p (AB) n  p (BA) où p(AB) et p(BA) sont respectivement les ensem
bles résolvants de AB et de BA.

D ém onstration . =>) Supposons g  (A  , B*) <  1. Alors d ’après le Lem m e
on a: G (A )’-f  G (B*)1 =  H +  K. Donc si f e  H, il existe u 6 D (A) et 
v € D (B), uniquem ent déterm inés, tels que:

{/>  °}  =  { u  , A u }  +  {B v  , — v}.

Posons: u =  R/  ; v =  S/. On a:

/  =  R / + B S /  I
o =  A R / —  S f  \ = > / = ( !  +  BA) R / .

Donc: R  : H |— > D (I +  BA). En outre, comme £*(B* , A) =■ g (A , B*), on 
trouve de la m êm e m anière q u ’il existe un opérateur R* tel que

R* : H! D (I +  A*B*) avec V g e ü  ( I + A * B * ) R  *g =  g

Supposons m ain tenant que R (H). Alors V / e H  on a:

o -  (g  , R /)h =  ((I +  A*B*) R *g  , R /)h =  (R *g  , / ) H.
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Donc

R V = o ^  =  ( I + A * B * ) R V = o

ce qui entraîne que D (I +  BA) D R ( H )  est dense dans H.
Finalem ent soit v e D ((I +  BA)*). Alors:

Vu  e D (I +  BA) , ((I +  BA) u ,  v)H =  (* , z>*)H =  (« , (I +  A* B*) R* v \

=  ((I +  BA) u  , R*t/*)H =» v =  R* v* ,

Donc

* e D'(I +  A* B*) et v* =  (I +  A* B*) * .

Ainsi

D ((I +  BA)*) C D (I +  A* B*) .

Comme l’inclusion inverse est évidente, on a:

(I +  B Â )* =  I +  A*B*

et de m êm e

(I+ A * B * )*  =  I +  B A .

Donc I +  BA est fermé, à dom aine dense ( =  R (H )) et surjectif, ou 
encore — 1 e p(BA). En inversant les rôles de A  et de B et en utilisant 
l’égalité g  (A* , B) =  g  (A  , B*) (cf. par exemple [2], Proposition 5.1) on com
plète la dém onstration.

=») Si —  i e p (BA) n p (AB)

A l o r s ' V {/ ,<?} e H - f  K  si u — R , / - f  B R 2^  et v  =  A R , / —  R 2£- on a:

É n  outre, { / ,  g }  e G (A) n  G (B*)1 =^g =  A /  et f  — ■— Elg  et par consé
quent (I +  B A) /  =  o =>/ =  o. Donc G (A) n  G (B*)1 =  {o} et en u tilisant 
le Lém m e. on voit que g  (A  , B*) <  i.

REMARQUE. I l  ressort de cette démonstration que si nous notons encore 
Q la projection définie dans le Lem m e et correspondant à M =  G (A), son expres
sion (pans H +  K  est donnée p a r  la matrice'.

posons:

R i =  (I +  BA)“ 1 : H > D (I +  BA) 

R 2 =  (I +  A B )“ 1 : K |— > D (I +  AB).

{ / y  g }  =  {> , +  {Bv  , — v}  .
Donc,

G (A ) +  G ( B Y =  h  +  K .

(9)
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Le Théorèm e a comme prem ière conséquence évidente:

COROLLAIRE i . Soit X G C  , X =[= o, et soient 9  et ^  tels que 9  T  ^  == arg X. 
Alors;

X 0 p (AB) n  p (BA) <==> 3/ g R + æzw g(e~~zcp A / t , —  B*/| X | ) <  1

«=» V/ e R+^  (e -*  A / t , —  B*/| XI ) <  i .

C o r o l l a i r e  2. Soit X € C , X =j= o, <?/ soit 9 =  arg X. Alors si H — K 

( i )  X G p (A) (A/| XI , —  e** I) <  i

(Ü) -  1/(1 — g*) <  IX Is II (A— X)-111*4- IIACA-X)-1!!2^  1/(1 - / )

où g  = g ( A/|X I , —  e^  I).

Démonstration, (i) s’obtient à partir du Corollaire 1 en p renant B =  I. 
Pour établir (ii) observons tou t d ’abord que si B — — e~zcp I la projection 
Q sur G (A / |X | )  s’écrit:

Q =
—  X(A —  X)-1 IXI (A — X)“ 1 \
— X/|X| A(A — X)“1 A(A — X)“V ‘

Donc si / , g  G H on trouve:

Il Q { f , g }  II2-  IX I2 II (A -  X)-1 ( - / +  IX] gjX) II2 +  Il A  (A -  X)-1 ( - /  +  J XI g  IX) II2

<  { IXI2 II ( A —  X)-1!!2 +  Il A  (A -  X)-1!!2} Il - /  +  I XI glx  II2

<  2 { IX I2 II (A —  X)”1 II2 +  Il A  (A -  X)-1 II2} (11/ II2 +  ||^  II2).

D ’autre part, si u  G H, prenons / = - — u\2 , g  =  X/| X | -u[2. Alors:

IX I2 II (A —  x p 1« II2 +  Il A  (A —  X )-L  II2 =

=  7  II Q ({—  * ,  V M  «}) II2 <  I I I Q  II2 • Il «  II*.

Donc

|X|2| | ( A - X ) - 1||2< A  ||Q ||2 ; ||A (A  - X )'11|2^  A  ||Q ||2

et (ii) est dém ontré en utilisant (7).

THÉORÈME 2. A  est un générateur infinitésim al de semi-groupe analytique 
<==> 3 s >  o , V9 G ]—  Te/2 —  £ , Tc/2 +  £ [ , 3Ccp telle que Vt G R+ g  ( A / t , —  eẑ  I) <  
<  Cç <  i .

Démonstration. =*) Soit X G p (A); posons X =  A?*L Alors g ( A / t ,  —- eẑ Y) <  1 
et de (ii) du Corollaire 2 et de la condition || (A —  X)“ 1|| <  C/|X| on déduit 
que 1/ (1— g 2) est borné indépendam m ent de t  et par conséquent que 
g  <  Cp <  i indépendam m ent de t.
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<t=) On voit sans peine que p (A) contient le secteur — 71/2 — s <  arg X <  
<  71/2 +  s. En outre, de (ii) du Corollaire 2 on déduit im m édiatem ent que
I XI II (A — X)“ 1 II <  — -i/^'1 — C* constante indépendante de X.

THÉORÈME 3. A  est un générateur infinitésim al de semi-groupe de contrac
tions «==> s u p g ( A / t  , —  I) =  i/j/ 2 .

/>o
Démonstration. «=). g  (Af t , — I) <  1 /]/ 2 =̂> 1 — g 2 >  — =» 1/(1 — g 2) <  2 

et en utilisant encore (ii) du Corollaire 2 on trouve:

VX e R + Il (A '—  X)- 1H <  i/ | XI

ce qui, é tan t donné que p (A) D R +, entraîne bien le résultat cherché.

=>) Alors A  est dissipatif, d ’où si X e R + on a:

IMI2 =  y a  (A •— x)"1 «  —  x (A —  x y 1u  ||2

=  ||A (A  —  X )"M ||2+  Il (A — X)“ 1 « ||2 — 2 XR<? (A (A — X)~1u , ( A -— X)“ 1 u)H

>  H A (A  —  X g M ||2+  Il ( A —  X)_1^ |l2.

On en déduit que | |Q ( { /  , g })||2 <  || f — g ||2 <  2 ( ||/1 |2 +  ||^ ||2) d ’où || Q ||2 <  2 
ou encore 1/ (1— g 2) <  2 g  <  1 l\i 2 .

REMARQUE i. E n  u tilisan t le Lemme 5.3 de [3] on déduit du  Théorème 3 
que P ensemble des générateurs infinitésim aux de semi-groupes de contractions 
est fe rm é  dans la topologie induite p a r g.

D é f in i t io n .  Soit A  , B e 0 (H  , K). Posons:

m (A , B) ~  sup^-(^A , sB) ,  ̂ 6 R +
S < 1

I I  est évident que m  est une métrique sur  0 (H  , K).

R e m a r q u e  2. On peu t facilem ent démontrer à partir  du Théorème 2 que 
P ensemble des générateurs infinitésim aux de semi-groupes analytiques est ouvert 
dans la topologie induite p a r  m.

A joutons en conclusion que le Théorèm e 1 se généralise facilem ent au 
cas dù la condition —  1 E p (AB) n  p (BA) est rem placée par une condition 
du m êm e type où l’ensemble résolvant de Fredholm  (ou même le complément 
du spectre essentiel) joue le rôle de l’ensemble résolvant. De même on déduit 
facilem ent du Théorèm e 1 des résultats du type du Théorèm e 3.1, p. 208 
de [i].
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