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Matematica. —  Su alcune relazioni tra una funzione armonica 
e la funzione coniugata. N ota di P a v e l  D o k t o r , presentata (*} dal 
Gorrisp. G. S t a m p a c c h i a .

Sum m ary . — On some relations between a  harm onic function and its conjugate.

Nel presente lavoro si tra tta  dei rapporti fra una funzione u  in due varia­
bili, reale ed armonica, e la funzione v coniugata della u. Le funzioni u  , v 
soddisfano allora le condizioni

( 0

(2)

92 u 
~dÿ*

du dv du
dx dx ’ dy

dv
dx

(condizioni di C auchy-R iem ann) in un insieme aperto Q C  R2 che si assume 
lim itato e semplicemente connesso con frontiera abbastanza buona. Diciamo 
che O ha una frontiera lipschitziana (o che Q e 0Ì10,1) se 9 0  è ricoperta con un 
num ero finito di archi aperti su 9 0  tali che ognuno di essi am m etta, rispetto 
ad un opportuno sistem a di assi ^ ,y ) ?., una rappresentazione del tipo

( 3 )  4  • =  a,- (£,■)

dove ai è una funzione definita in un intorno (-— oc , a) di .=  o ed ivi lip­
schitziana. Nel caso che ogni funzione a{ abbia la derivata continua scriviamo 
O e 0R1.

Le derivate in (1), (2) si prendono nel senso delle distribuzioni di 
Schwartz, m a poiché Toperatore di Laplace è ipoellitico esse si possono consi­
derare anche nel senso classico. La condizione che Q sia semplicemente 
connesso assicura quindi che la funzione v coniugata delle u  esiste sem pre 
(ed è determ inata univocam ente a meno di una costante additi va).

Sia W21} (Q) lo spazio di Sobolev, con la norm a

(4 a)
dove

M li = MI2 +
du I 2 du
dx 1 + dy

(4̂ ) \\uf =  IMIo = J \u (x , y ) f  àx dy = libilo,u.
fì

Allora è quasi ovvio il seguente

T eo rem a  i. S ta  Q C R2 un aperto limitato e semplicemente connesso con 
frontiera  lipschitziana. S ia  u  e W2 (O) una funzione armonica.

(*) Nella seduta del 13 maggio 1972.



6 i8 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Vol. L II -  maggio 1972 [360]

Allora esiste u r i applicazione lineare v =  Ti u  tale che v G (D) sia 
la funzione coniugata delle u  e che

(s) H I ,  < ^ 1 1 ^

dove N x è una costante dipendente solo da D.

Questo Teorem a segue im m ediatam ente dalla diseguaglianza di Poincaré

(6) libilo <  (Ni —  1)
dv 2 dv
dx +

0 dy +  I \ v d x  dy

Nel successivo Teorem a 2 si tra tta  il caso della funzione u  meno regolare 
« vicino alla frontiera ». Si suppone che u  appartenga solo a L2 (D), m a non­
dimeno assum a valori su 3D nel senso che u  sia la soluzione generalizzata 
del problem a al contorno.

(7) Au  =  o in D , u  =  9 su 3D

dove 9 appartiene a L2 (3D).
Diciamo che u  è la soluzione di (7) (vedi [1] o anche [2]) se qualsiasi 

successione u n di funzioni arm oniche di W2P (D) le cui tracce tendono verso 9 
(rispetto alla norm a

( 8 )  1 «p lo =  f k l 2 ^ )
dQ

tendono verso u  (rispetto alla norm a (4 b)).
U tilizzando la diseguaglianza di H ellinger-Toeplitz

(9) ll«»ll0 < C  \ u n \Q

e le proprietà ben note delle funzioni armoniche otteniam o che in tal caso 
le funzioni u n insieme con tu tte  le derivate, tendono verso u  uniform em ente 
in Ogni com patto di D; perciò u  risulta armonica.

T e o r e m a  2 . S ia  D C  R2, D G 0R 0,1 e semplicemente connesso. S ia  g  G L 2(3D) 
e sia u  G L2 (D), la soluzione d i  (7) (con g  invece d i 9).

Allora esiste u ri applicazione lineare h =  T%g tale che h G L2 (3Q ) e la 
funzione v  soluzione d i  (7) con 9 =  h sia la funzione coniugata delle u. La  
funzione h soddisfa la dis eguaglianza

(10) lo <  N2

dove N 2 dipende solo da D.

D im ostrazione . In  [3] è stato dim ostrato che le tracce dei polinomi arm o­
nici costituiscono un sottoinsieme denso nello spazio L2(3D). Basta m ostrare 
quindi il Teorem a 2 per i polinomi ed estendere Tapplicazione T2 per conti­
nuità su tu tto  L2 (3D); la convergenza, essendo localmente continua, m an­
tiene le condizioni ( 2 ) .
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Sia allora u  un polinomio armonico e sia v il polinomio armonico coniu­
gato delle M tale che

( i o I v
dQ

d(JL O .

Sia z0 e d Ù  un punto fisso. Definiamo per

(12) G (2) =  J v dp.
T(z)

dove T (z) è l ’arco su 3Q che congiunge il punto z0 con il punto z  (nella dire­
zione positiva). La condizione (11) insieme col fatto che Q e 0ÌÙ0,1 è semplice- 
m ente connesso assicura che questa funzione sia determ inata univocam ente per 
ogni z  e dQ. Di più, otteniam o facilmente G e W ^ s Q ) .  Qui W ^ a Q )  è lo spa­
zio delle funzioni definite su aO e tali che G,■(%;) =  G e W ®  (—  oc , a)
per ogni sistema di assi descritto nella definizione di DII0,1, con la norm a

(13) III G III2 =  s  II G ,II!,™ .
t

Ponendo (con opportuna scelta di s =  ±  1)

(H). ^  &  , *.• (G )  =  è &•)  {I +  [«:• & ) ] T 1/2

si vede im m ediatam ente che la norm a (13) è equivalente a

(15) | G | f =  |G |20 +
dG
dt

e che per ogni funzione f  G G1 (Q) vale quasi ovunque (nel senso della 
m isura superficiale f )

' =  =  ,  Ì L + f  J L
dt dt x dx ^  y dy(16)

dove è la derivata tangenziale (t =  (tx , ty) è il vettore tangente),

(17 a)

(17 ò)

Per G otteniam o le condizioni:

dG
dt =  v

| G | x <  C |w|0 •

Sia Ü  <e (O) la funzione arm onica tale che U  =  G su a£ì. Dal Teo­
rem a 1.1 di [ i J, Capitolo 5 (vedi anche [2]) segue im m ediatam ente la esistenza 
di una derivata  norm ale (in senso debole) e L2 (3£2) tale che

SU(18)

(19)

3v 0

dQ dQ

< c x | U | 1 < N 2 | z/ |o
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Dalla (2) segue:
du dv
dv dt

Di qui e da (17#) viene

J %rGdv- = ji£ rGdv- = —j  v f i d̂  = - \^ \l
dQ dQ 30

perché

Æ € W ? > ( 8£Î) , 0 =  j ( £ G + ’ £ ) * * ■
dQ dQ

U tilizzando allora la form ula di Green (19), otteniam o finalm ente 

I v lo =  —  I U f i  ^  N 2 I V lo I u  lo
dQ

cioè la diseguaglianza (10).
Nel caso che la funzione u  appartenga a L2 (Q), I. B abuska ha m ostrato 

un Teorem a simile per Ü più regolare. Servendosi di un risultato di Kellog 
si può  dim ostrare lo stesso Teorem a sotto le condizioni più deboli:

T eo rem a  3. S ia  Q C R2 , fi e 01L1,P (o <  p <  1) semplicemente connesso. 
S ia  u E L-2 (O) una funzione armonica. Allora esiste P applicazione lineare T3 
tale che v — T3 u  6 L2 (Q) e una funzione coniugata delle v tale che v (xQ , y 0) =  ò, 
dove ( i 0 j 0) e f i  è un  punto fisso. Q uesf applicazione soddisfa

(20) IMIo < N 3 Nilo

dove N 3 dipende solo da  Q e (x0 , y 0) .
L a dim ostrazione di questo Teorem a si trova nel lavoro [4] di I. B abuska 

(Teorem a 4 di quell’articolo; vedi anche [5]) per Q un po ’ più regolare. L a 
dim ostrazione ivi data  si basa sul seguente risultato (Teorem a di Smirnoff): 
Sia co u n ’applicazione conforme del cerchio unitario su un O con la fron­
tiera abbastanza regolare. A llora la derivata (complessa) di ,co (^) goda della 
proprietà o <  s <  | co' (-sr)| <  k  <  00 (vedi Smirnoff [6]). Il Teorem a di Kel­
log invece (G. M. Goluzin [7], Teorem a 6 del § 2, capitolo X) perm ette di 
m ostrare il Teorem a 3 seguendo letteralm ente la dim ostrazione di Babuska.

Per quanto riguarda il caso di Q meno regolare anche B abuska ha m ostrato 
([5]) soltanto l’esistenza dell’applicazione T 4>£ lineare da L2 (£ì) in L2_e (f2) 
con O <  z <  i (per le regioni O la cui frontiera consiste di un num ero finito 
di archi abbastanza regolari, con i punti angolosi).

Gli esempi seguenti dim ostrano che i Teoremi precedenti non restano 
veri se Q non appartiene a 0ÎL0’1:

U sando le coordinate polari

(21 ) x =  p cos 9 y  =  p sin 9
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poniam o ü  =  { p , c p | o < p < i ,  —  p“ <  9 <  p“ } , dove w è la costante 
positiva. Si vede facilmente che la funzione v =  p~a cos acp, essendo la parte  
im m aginaria della funzione complessa iz~a, è la funzione coniugata della

funzione u =  p~a sin acp. Si vede anche che O e 91L “+1 (c*°® ^  ha la fron­

tiera — -̂--------hölderiana ]. O tteniam o facilmente(O +  I j

(22)

| | « | | *  =  I  p-(2«-l-3co) 2 a PM sin 2 «p“
2 ap3 ap

I M I o  =  J  p - ( 2 a ' l t ì )
0

1
s i n 2 a o w

, siri 2 aptt 1 .
I +  ^ H d e

\U L =  2 J  p - 2 ( - “) y r  +. W2 p2 dp +  j  sin2 a 9 d9

1 1
0 =  2 j  P ~ 2 c t cos2 ap“ y i -)- w2 p2“ dp +  J  cos2 aç  dcp.

Scegliendo la costante a , o» otteniam o vari esempi:

(23) ( 0 > o  a =  - : « e L 2(ü) , u e L2(aQ) , w e L 2(Q) , ^CL2(aQ)

(24) tó >  i , a =  i +  — : w e  L2 (£2) , « € 1̂ ( 3 0 ) , z>€L2(3Q) , t>eL2(Q)

(25) a> >  o , a =  m in fi +  —  , A  _p w\ : « e L2(0 )  , ' u i  L 2( 3Q) ,

t / 6 L 2(û )  , v e L 2(dO.).
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