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Matematica. — Su alcune relazioni tra una funszione armonica
e la funzione coniugata. Nota di PaverL DoxTor, presentata @ dal
Corrisp. G. STAMPACCHIA.

SUMMARY. — On some relations between a harmonic function and its conjugate.

Nel presente lavoro si tratta dei rapporti fra una funzione # in due varia-
bili, reale ed armonica, e la funzione v coniugata della . Le funzioni #« , v
soddisfano allora le condizioni

2 u 2y

<I> A%ZW—*“W:O
(2) o _ o _
x T x ’ y ox

(condizioni di Cauchy-Riemann) in un insieme aperto Q C Rz che si assume
limitato e semplicemente connesso con frontiera abbastanza buona. Diciamo
che Q ha una frontiera lipschitziana (o che Q € 9™ se 3Q & ricoperta con un
numero finito di archi aperti su dQ tali che ognuno di essi ammetta, rispetto
ad un opportuno sistema di assi £;,7,, una rappresentazione del tipo

(3 0= a; &)

dove g, ¢ una funzione definita in un intorno (—a, «) di & = o ed ivi lip-
schitziana. Nel caso che ogni funzione «, abbia la derivata continua scriviamo
Qeon'

Le derivate in (1), (2) si prendono nel senso delle distribuzioni di
Schwartz, ma poiche 'operatore di Laplace ¢ ipoellitico esse si possono consi-
derare anche nel senso classico. La condizione che "Q sia semplicemente
connesso assicura quindi che la funzione v coniugata delle # esiste sempre
(ed ¢ determinata univocamente a meno di una costante additiva).

Sia W§ (Q) lo spazio di Sobolev, con la norma

(4a) ool = al? o+ || 2] || 2|

dove

(4 8) nunz=uuu?,=fiu<x,y>|2 do dy = ||u[,c.
Q

Allora & quasi ovvio il seguente

TEOREMA 1. Sia Q C Ra un aperto limitato e semplicemente connesso con
Sfrontiera lipschitziana. Sia u € Wy(Q) una funzione armonica.

(*) Nella seduta del 13 maggio 1972.
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Allora esiste uwapplicazione lincare v = Tiu tale che ve WS (Q) sia
la funzione coniugata delle u e che

(5) 2l < Nyllelly

dove Ny é una costante dipendente solo da Q.

Questo Teorema segue immediatamente dalla diseguaglianza di Poincaré

©) lol} < (N — 1) (H%H} | 2|+ (jvdx dy)z).

Q

Nel successivo Teorema 2 si tratta il caso della funzione # meno regolare
«vicino alla frontiera ». Si suppone che % appartenga solo a Lz (Q), ma non-
dimeno assuma valori su 2 nel senso che # sia la soluzione generalizzata
del problema al contorno.

@) Au=o0 in Q = ¢ su oQ

dove ¢ appartiene a Lg (3Q).

Diciamo che # ¢ la soluzione di (7) (vedi [1] o anche [2]) se qualsiasi
successione #, di funzioni armoniche di W§(Q) le cui tracce tendono verso ¢
(rispetto alla norma

(8) I<P|§=fls°l2du)

tendono verso # (rispetto alla norma (4 4)).
Utilizzando la diseguaglianza di Hellinger-Toeplitz

() laeally < C |2,

e le proprietd ben note delle funzioni armoniche otteniamo che in tal caso
le fu’nzioni u, insieme con tutte le derivate, tendono verso #z uniformemente
in ogni compatto di €; percid # risulta armonica.

TEOREMA 2. Sia QC Ro, Q€O ¢ semplicemente connesso. Sia g € Lo Q)
e sia u € Lo (Q), la soluzione di (77) (con g invece di o).

Allora esiste un’applicazione lineare h = Ta g tale che & € La(9Q) ¢ la
Sunzione v solusione di (7) com ¢ =k sia la funzione coniugata delle u. La
Sunzione & soddisfa la diseguaglianza

<IO) I}ZIOSNZ‘gIO
dove Ny dipende solo da Q.

Dimostrazione. In [3] & stato dimostrato che le tracce dei polinomi armo-
nici costituiscono un sottoinsieme denso nello spazio Lz (9Q). Basta mostrare
quindi il Teorema 2 per i polinomi ed estendere I’applicazione Tz per conti-
nuita su tutto Le (3Q); la convergenza, essendo localmente continua, man-
tiene le condizioni (2).
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Sia allora # un polinomio armonico e sia v il polinomio armonico coniu-
gato delle # tale che

(11) fvdy.———p.

Q

Sia 2,€9Q un punto fisso. Definiamo per

(12) G () =f21 du

I'(z)

dove I'(z) & I'arco su 2Q che congiunge il punto 2, con il punto # (nella dire-
zione positiva). La condizione (11) insieme col fatto che Q € 9! & semplice-
mente connesso assicura che questa funzione sia determinata univocamente per
ogni z € 3Q. Di pil, otteniamo facilmente G € W5’ (3Q). Qui W (3Q) ¢ lo spa-
zio delle funzioni definite su 3Q e tali che G, (%) =G &;, 2,E)) € W (— a , o)
per ogni sistema di assi descritto nella definizione di 9™, con la norma

(13) G = Z NG -
Ponendo (con opportuna scelta di e = + 1)
(14) TG aE) = FE @) (1 + [ G

si vede immediatamente che la norma (13) & equivalente a
(15) Gl =G5 +] 4

e che per ogni funzione f€C'(Q) vale quasi ovunque (nel senso della
misura superficiale )

af of of af
(16> ar T e T L or +¢ r

dove 3—{ ¢ la derivata tangenziale (# = (#,,#,) & il vettore tangente).
Per G otteniamo le condizioni:
dG
(17 @) 4 =
(17 6) |Gl <Clo],.

Sia U € Wi’ (Q) la funzione armonica tale che U = G su 2Q. Dal Teo-
rema 1.1 di [1], Capitolo 5 (vedi anche [2]) segue immediatamente la esistenza

di una derivata normale (in senso debole) S—U€L2 (0Q) tale che

(18) | S| <ClIUL < N o,
oU d
(19) fuwd(J.:J%Udy..
o oQ
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Dalla (2) segue:
Di qui e da (17 @) viene

J f de.-—f Xdp = — o
oQ
perché

oG e WP (6Q) f W2 d f(%G+vid(;—)dp

oQ oQ

Utilizzando allora la formula di Green (19), otteniamo finalmente

U
i 4 da= Nt
2Q

cioe la diseguaglianza (10).

Nel caso che la funzione % appartenga a Lg (Q), I. Babugka ha mostrato
un Teorema simile per £ pili regolare. Servendosi di un risultato di Kellog
si puo dimostrare lo stesso Teorema sotto le condizioni pit deboli:

TEOREMA 3. Sia QC Rs, Q€ 9"° (0 < ¢ < 1) semplicemente connesso.
Sia u € Ly (Q) una funzione armonica. Allora esiste lapplicazione lineare Ts
tale che v ="Ts u € Lo (Q) & una funszione coniugata delle v tale che v (x, , v,) = 0,
dove (x4, y,) € Q & un punto fisso. Questapplicazione soddisfa

(20) llollo < Nsllally

dove Ny dipende solo da Q e (xy, y,).

La dimostrazione di questo Teorema si trova nel lavoro [4] di I. Babuska
(Teorema 4 di quell’articolo; vedi anche [5]) per Q un po’ pil regolare. La
dimostrazione ivi data si basa sul seguente risultato (Teorema di Smirnoff):
Sia @ un’applicazione conforme del cerchio unitario su un Q con la fron-
tiera abbastanza regolare. Allora la derivata (complessa) di .« (2) goda della
proprietd 0 < e < |w’ (2)] < £ < oo (vedi Smirnoff [6]): Il Teorema di Kel-
log invece (G. M. Goluzin [7], Teorema 6 del § 2, capitolo X) permette di
mosttare il Teorema 3 seguendo letteralmente la dimostrazione di Babuska.

Per quanto riguarda il caso di Q meno regolare anche Babugka ha mostrato
([s]) soltanto I'esistenza dell’applicazione Ty, lineare da Ly (Q) in Ly . (Q)
con 0 < e <1 (per le regioni Q la cui frontiera consiste di un numero finito
di archi abbastanza regolari, con i punti angolosi).

Gli esempi seguenti dimostrano che i Teoremi precedenti non restano
veri se Q non appartiene a 9"

Usando le coordinate polari

(21) x=pcose , y=opsing
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poniamo Q= {p,9p|0o<p<1,—p®<¢ <p®}, dove w & la costante
positiva. Si vede facilmente che la funzione v = p~% cos ug, essendo la parte
immaginaria della funzione complessa 7z-% ¢& la funzione coniugata della

1
0 —— [ .
funzione % = p~*sin ag. Si vede anche che Q € 9L “*! <01oe © ha la fron-

tiera w;{—x —hb]defiana). Otteniamo facilmente

1

2 (9o 5 2 ap® — sin 2 ap®
lalf = | preeioom 220 Zsmacer
0

1

(22) HWH(Z):fp_(?““lw) [I +M] do

2 ap®
0

1 1

{ 12 —_—
l”!(?) — ZJ p—2x=) .ﬂlé_zzmpw VI + w? p2dp -{—J sin? ag de¢
0 -1

1

1
|v|g= 2J p~2* cos? “P“’VI + «? p2¢ dp +J cos? ap do.
0 =

Scegliendo la costante a,  otteniamo vari esempi:
(23) @>0 , a=—:u€ly(Q) , u€la(3Q) , vela(Q) , veL,(3Q)
(24) o>1, a=14+2uels(Q) , u€ls(3Q) , vele(3Q) , vels(Q)

(25) w>o0 , oc=min<1—|—%, -—l—m):uELg(Q) , #€la(2Q),

I
2

vela(Q) , vela(aQ).
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