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M atem atica. — Teoremi di confronto «forte  » per operatori diffe­
renziali ellittici del secondo ordine, non necessariamente autoaggiunti, 
a coefficienti d iscon tinu i^ . Nota I di M. G i o v a n n a  P l a t o n e  G a r r o n i ,  

presentata (* (**)#) dal Corrisp. G .  S t a m p a c c h i a .

Summary. — Comparison theorems of strong type for solutions of not necessarily self- 
adjoint elliptic equations and inequalities are given making use of a generalization of 
Picone's identity.

Teorem i di confronto del tipo di S turm  che generalizzano quelli classici, 
per soluzioni di equazioni differenziali ellittiche del secondo ordine non neces­
sariam ente autoaggiunte, sono stati ottenuti prim a da M. H. P rotter [ u ]  
e in seguito da C. A. Swanson [13], [14], [15] anche per soprasoluzioni e in 
aperti illim itati. Questi risu ltati stabiliscono che, se una certa equazione o 
disequazione è soddisfatta in un aperto Q da una funzione u  che si annulla 
sulla frontiera 30 , allora ogni altra  soluzione v della' stessa equazione o dise­
quazione o di un altra equazione o disequazione opportunam ente correlata 
alla precedente si annulla in O. In  [9] e [io] tali risultati sono stati estesi a 
operatori differenziali uniform em ente ellittici a coefficienti discontinui di tipo 
non necessariam ente autoaggiunto, intendendo le soluzioni e le soprasoluzioni 
in senso generalizzato: in [9] in aperti limitati, in [io] in aperti illim itati e 
senza alcuna ipotesi di regolarità sulla frontiera.

Teorem i di confronto « forte », che consistono nel dim ostrare che la solu­
zione V si annulla all’interno di O, sono stati ottenuti da K. K reith in [4], 
[5] e [6]- In  [4] per equazioni auto^ggiunte con ipotesi di regolarità per i 
coefficienti e per l ’aperto Q tali che la tecnica variazionale di C ourant possa 
essere applicata; in [5] per equazioni non autoaggiunte sfruttando il principio 
di massimo di H opfr con l’ipotesi che la frontiera 3Q abbia curvatu ra  lim itata; 
in [6] con considerazioni di na tu ra  spettrale nell’ipotesi che possa essere co­
stru ita la funzione di Green per gli operatori in questione.

A ltri teorem i di confronto « fo rte»  sono stati inoltre ottenuti in [2] per 
equazioni autoaggiunte, sem pre sfru ttando il principio di H opf con ipotesi 
di regolarità sui coefficienti e sulla frontiera.

Recentem ente Allegretto [1] ha ottenuto teoremi di confronto « fo rte»  
per soluzioni di equazioni e disequazioni ellittico-paraboliche a coefficienti 
m isurabili e essenzialm ente lim itati, im postando il problem a, come in [9] e in 
[io], per soluzioni generalizzate e cioè per soluzioni in spazi di Sobolev H ^ Q ). 
Egli ottiene tali risultati generalizzando le identità di C. A. Swanson. Nei casi 
« lim ite » (come per esempio nel caso « limite » autoaggiunto) ottiene relazioni 
tra  le soluzioni u  e v nell’ipotesi che esse appartengano a H 1 (fi) O C1 (Q).

(*) Lavoro eseguito nelPam bito del gruppo di ricerca di Analisi funzionale del C .N .R.
(**) Nella seduta del 13 maggio 1972.
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In  questo lavoro ci proponiam o di ottenere teoremi di confronto « forte » 
per soluzioni in senso generalizzato di equazioni o disequazioni differenziali 
uniform em ente ellittiche non necessariam ente autoaggiunte a coefficienti 
discontinui utilizzando una generalizzazione della identità di Picone. Nel 
caso autoaggiunto (vedi teoremi 2 e 2' e lemmi 1.2, 2.3) i risultati genera­
lizzano quelli ottenuti in [4] e [2] e sono analoghi a quelli di [1] con l’ipotesi 
che le soluzioni appartengano a H 1(Q) e non a H 1(Q) n C 1(D).

D a notare che i risultati sono ottenuti senza alcuna ipotesi di regolarità 
sulla frontiera di Q.

Questo lavoro è diviso in due parti. Nella prim a parte (costituita da questa 
Nota I) si enunciano e si illustrano i teoremi di confrontò forte per le solu­
zioni. Nella seconda parte  si dim ostrano i teoremi enunciati nella prim a parte 
e si danno tra  l’altro, sotto form a di lemmi; teoremi di confronto per sopra­
soluzioni.

R i c h i a m i , n o t a z io n i  e  p o s iz io n e  d e l  p r o b l e m a

_  Sia Q un aperto lim itato di uno spazio euclideo E n , 3Q la sua frontiera 
e ß  la sua chiusura. M olte definizioni e simboli sono gli stessi già introdotti 
in [9] e in [10].

In  particolare consideriamo gli operatori differenziali:

M v  =  —  (oqy Vxt) x 2 ß8. vx. +  yv

E u =  • (P'ij Wx-̂ x- ~f~ 2 bz- ux. ~ ,

dove i coefficienti oqy , a{j , ßz ,.bi (i , j =  1 . • • • , » ) ,  y
definite e m isurabili in Q. Supponiam o

i) %  Zi Zj >  ^ 1 Z l2 , p. > 0

i') « a l . X > 0  ,

per ogni E ” e per quasi tu tti gli x  di Q ;‘

« * eL °°(Q )

ii) P /e L -(Q )

y e L ,/2(ü ) r  >  n

aij e L°° (U)

ii') ò ,-eU (Q .)

c e L”/2 (Ü) . r  >  n

iii) II«

0' J  ■■

(* , / =  i ,• ; - , n)

(1) A dotterem o la convenzione secondo la quale un indice ripetuto due volte sottin­
tende una sommazione rispetto ad esso.
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Siano H ^ Q )  e HJ(Q ) i consueti spazi di Sobolev ottenuti completando rispet­
tivam ente C1 (Ö) e Co (£2) con la topologia definita dalla norma:

H ^ H l 2( Q ) +  ^Lfl l  U x i  liLa(Q) •

Siano

m (v  , 9) = . / (a,y vx .<?x .+  2$;Vx .(p +  yvcp) dx  ,,1 1 j i
Q

u e H \ Q )

l(u  , cp) =  j (a# ux .<px . +  2b{ ux ,<p +  cu®) d x  ,I 1 J ì
ù

le forme bilineari associate rispettivam ente a M e L.
Q (/)ì G (^), ] \u \ ,  V \u ]  abbiano lo stesso significato che in [9]; e preci­

sam ente sia Q (z) la forma quadratica in n +  1 variabili zx , z2 , • • - , zn+1, de­
finita da:

(0  Q 0 ) =  *ij*i*j +  2 ß,-z,-z*+i +  G zl+1, i , ]  =  i • • • n;

ove G (x) appartiene a L°°(£2) ed è tale da rendere Q (z) semidefinita positiva 
(cfr. [14], [9]); siano

J \u \ — I  [aij uxi u x. +  2 ß?- u u x. +  (y +  G) u2] d x  — m (u  , u) f  Gu2 dx
à i

V [«] =  j [(«,>• — <*,>•) .Ux. +  2 « (^ . — ß,.) M,. +  (è —  Y — G) u2] d x  =
à

=  l  (u , u) —  m (u , u) —  J  Gu2 d;tr .
Q

][u] e V \u\ sono continue in Ho (£2) X .HJ(Q) .(cfr. [12], pag. 197).
R icordiapio ora le seguenti note definizioni e proprietà che ci saranno 

utili nel seguito.

D EFIN IZ IO N E  I. — S ta  B un  sottoinsieme d i £2 e v appartenga a ■H1'(£2); 
si dice chè v o [v =  o] in  B nel senso d i  H 1(£2) se esiste una successione 
{vn} d i fu n z io n i d i  C1(£2) tale cke\

vn >  o [vH =  o] su  B ,

lim \\v Gì =  o •
n—>oo

P rop osiz ion e I. -  S ia  v e H 1 (Q) e v > o [ v  =  o] in  B nel senso d i  H 1 (Q); 
allora v  >  o \v =  o] in  B q.o. (cfr. [7], pag. 48 e segg.).
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D e f i n i z i o n e  II. ~ Una z ; e H 1(iQ) è detta yi-soluzione in  O se s i ha\

(2) m (y  , 9) =  o , V9 6 Ho(Q) .

Una v e H 1(0 ) è detta M -soprasoluzione [M-i*ottosoluzione\ in  Q se si ha\

(3) m  (v , 9) >  o [m (v , <p) <  o] , V9 >  o , 9 e HJ (D) ;

invece delle (2) e (3) scriveremo spesso in modo più semplice, rispettivam ente, 

M v  — o e >  o [M^ <  o] in D .

Dal noto teorem a di De Giorgi sulla hôlderianità delle soluzioni locali 
di M v  =  o in Q (cfr. [3]) segue in particolare:

P r o p o s i z i o n e  IL  -  Se M verifica le ipotesi i) e ii); allora ogni M -so luzione 
in  Q e continua in  O.

P r o p o s i z i o n e  ILI. -  Se M  verifica le ipotesi i) e ii); allora le M -soluzioni 
non negative in  D sono positive o identicamente nulle (cfr. [12], pag. 238).

P r o p o s i z i o n e  IV. -  Se M verifica le ipotesi i) e ii) e v è Ml~s ottos oluzi one 
\M.-soprasoluzione\ allora esiste una costante N >  o tale che

m ax v <  m ax (m ax v , o) +  N [| v ||T a Q
Q dQ ( '

[min v >  m in (min v , o) —  N \\v || ]
q ao v}

(cfr. [12] teorem a 41, pag. 213 e osservazione 4.3, pag. 216).
Diam o ora una definizione di positività per funzioni di H 1(Q).

D E FIN IZ IO N E  II I.  — Diremo che una funzione v , appartenente a H 1(£ì) 
è positiva  [:negativa:] in  un  aperto Q' contenuto in  Q, se v >  o [v <  o] in  O' 
nel senso d i  H 1(D/) e i / v e l f i ( A )  per ogni aperto A  tale che Ä  C

O vviam ente se v >  o [v <  o] in O nel senso della definizione III ,  per 
ogni costante e >  o si ha che i / (v +  s) [1 l(v —  s)] appartiene a L°° (O); basta 
osservare infatti che v >  o [v <  o] in Ü nel senso di H 1(D) im plica v > o  
[v <  o] q.o. in O (cfr. proposizione I).

Nel seguito tu tte  le disuguaglianze o uguaglianze tra  funzioni di H 1(Q) 
saranno da intendersi, salvo avviso contrario, nel senso di H 1(ù ).

Per semplificare gli enunciati dei teoremi introduciam o i seguenti simboli. 
Indichiam o con S(M ) P insieme delle M —sotto soluzioni non negative (0 delle 

M —soprasoluzioni non positive) in  Q e cioè poniamo:

S (M) =  {v  € H 1 (Û) : v >  o in Q , M v  <  o in D} —  {0}
(oppure S (M) =  ( z / e H 1^ )  : v < o  in Q , Mv  >  o in Q} — {o}) ;

con S (M ) Vinsieme delle M —soluzioni non negative (o non positive) in  O:

S (M) =  {v  e H 1(Q) : v >  o in û  e M v =  o in O}-— {0}
(oppure S (M) == {v  e H 1 (£2) : v < o  in O e o in O} —  {o});
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con 2  (M ) P insieme delle M-soprassoluzioni positive io delle M .-sottosoluzioni 
negative) in  O:

£  (M ) =  {v e H X(D) : v > o  in D., Mv  >  o In 0 }
(oppure £  (M) =  {v  e H X(Q) : v <  o in O , M» < 0  in Ü}) ;

con 2 (M) Pinsieme delle M -s  oluzioni positive (o negative) in  Q :

2  (M) =  {z/ e H1 (Q) : z/ >  o in £2 e M v  =  o in £2 }
(oppure 2  (M) .= {v  e H x(£2) : v <  o in O ,  Mz> =  o in £2}) .

O s s e r v a z i o n e  I. -  Con i simboli ora introdotti la proposizione II I  si 
può enunciare nel modo seguente:

Se M verifica le ipotesi i) e ii), allora

(4) S (M )  e= 2 (M ) .

Sussistono i seguenti teorem i i ,T ,  2,2'.

TEOREMA i . — Se esiste una u  E H o (£2) tale che J [u] <  o; allora S (M) =  0 .

Il seguente teorem a T si ottiene come corollario dal teorem a 1; in esso 
sono tra  loro correlati gli operatori L  e M dalla relazione integrale V [u\ >  o.

T e o r e m a  C. — Se esiste una u  e H j(£ ì) tale che l  (u  , u) <  o, V [u] >  o; 
allora S (M) =  0 .

OSSERVAZIONE IL  -  D ire che S (M ) =0 equivale a dire che ogni even­
tuale M -soluzione deve cam biare di segno in Q (e quindi in virtù della 
proposizione II deve annullarsi in Q). Possiamo cioè affermare eh e nelle ipotesi 
dei teoremi i ,T ,  se esiste una v che sia  M —.soluzione in  Q, esistono allora due 
insiem i aperti non vuoti 01 e 01' contenuti in  Q, ta li che v > o  in 01, v <  o in  OT

I seguenti teoremi 2,2' riguardano il caso in cui M è autoaggiunto; in 
questo caso si ha: ß,. =  o, i  — 1 , • • •, n, G =  o, J [u] =  m  (u , u), V  [u] =
=  l ( u  , u) — m (u  , u).

TEOREMA 2. — S ia  M autoaggiunto; se esiste una u  d i segno costante 
(u ^  ò) appartenente a H j(ß )  e tale che J [u\ <  0; allora si hanno i due seguenti 
casi'.

I) S (M ) =  0 ; oppure 
II) S (M ) =  { tu  , t =(= 0}.

II seguente teorem a 2’ si ottiene come corollario del teorem a 2; in esso, 
analogam ente al teorem a T , sono tra  loro correlati gli operatori L  e M dalla 
relazione integrale V  [u] >  o.

T eo rem a  2'. — S ia  M autoaggiunto; se esiste una u  d i segno costante 
(u ^  0) appartenente a H J(Ü ) e tale che l  (u , u) <  o, V  [u] >  o; allora si 
hanno i due casi seguenti'.

I) S (M) =  0  ; oppure 
II) S (M )  =  { t u , t  4 = o } .
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OSSERVAZIONE III .  -  Possiamo allora affermare che nelle ipotesi dei 
teoremi 2 e 2 se esiste una v Idi-soluzione con v =j= tu  , W, allora esistono due 
aperti non vuoti Q' e O" contenuti in  fi ta li che v >  o in  Q!, v <  o in  Q " . 
Se invece esiste u n a  costante k  per cui v =  ku, allora tutte le M -so luzion i d i segno 
costante sono soluzioni del tipo tu  , /  =j= o, cioè sono fu n z io n i d i  H J (0 ) .

Osserviamo inoltre che il teorem a 2' afferm a tra  l’altro che per tu tta  
la classe di operatori M autoaggiunti verificanti le ipotesi i) e ii) e che siano 
legati a un operatore fissato L, verificante le ipotesi i') e ii'), dalla relazione 
V [u\ >  o, si m antiene fisso l ’insieme delle eventuali soluzioni di segno costante; 
tale insieme, tenendo conto anche della funzione identicam ente nulla, è la 
re tta  {tu  , V/}.
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