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Matematica. — Soluzioni elementari causali delVoperatore di 
Klein—Gordon iterato. N ota  di S u s a n a  E l e n a  T r io n e ,  p resen ta ta  (#) 
dal Socio B. S e g r e .

Summary. — The distributions Ga {P Si i o  , m  , n }  (formula (1)) share m any proper
ties with the Bessel kernel, of which they are « causal » (« anticausal ») analogues. In  p arti
cular (Theorem 1), Ga * G -2 i  =  Ga-2£ ,-A a e C  , A k  — o , 1 , 2 ,• • • . The essential tool for 
the proof of this form ula is the multiplication form ula (4), nam ely

\m2 +  Q O') T i o f  {m2 +  Q O') T i o}ß =  {m2 +  Q O') T i o f +3,
which is valid for every a , ß e  C. It-follows from Theorem (i) tha t Gzk {P i  i o  , m  , n ) , 
is, for n > 2, k  =  I  , 2 , - - •, a causal (anticausal) elem entary solution of the ^-dim ensional 
K lein-Gordon operator, iterated k  times (Theorem 2). The particular case n — 4, k  =  1 
is im portant in the quantum  theory of fields, since G 2{P +  i o , m  , 4} embodies a useful 
expression of the causal propagator of Feynm an. I t m ay be observed tha t the elem entary 
solutions G2Æ {P i t  i o , m  , n}  have the same form for every n > 2. This does not happen 
for other elem entary solutions, whose form depends essentially on the parity  of n.

I. Consideriam o le distribuzioni 

( 0  Ga{P (x) ±  i o  , m , n} =  H a(m , n) {fP ±  i o }ia~n)l2 K (*_a)/2 {|W2 (P ±  i o ) } , 

dove
-n -D /  N def 2 i 2 , , 2 2P =  F (X) =  Xi +  AT2 +  b xn- i  — xni

oc E C , m  ~> o , x  =■ (x1 , %2 , • * *, x n) f  , n  >  2

e K è la ben nota funzione modificata di Bessel di terza specie (cfr. [1], 
p. 5, form. (3)). A bbiam o inoltre posto

re . « a re .
TT / \ T*a / \ — ~2 1~ 2 ^~2ZHa (m , n) =  e (2 nj 2 e a \ ) / 2\ 2 [ 2 J

{P ±  ’̂o}a=  lim { P dz se I a: |2 }a, con | #  |2 =  x\ + x \ +  • • • +  x l .
s IO

L a funzione di distribuzione Ga è un analogo « causale » (« anticausale ») 
del nucleo di A ronszajn-Sm ith , chiam ato anche nucleo di Bessel (cfr. [4], 
p. 386).

T eo rem a  i . -  Ipotesi a e C, >é =  o , i , 2 , - * - .  Tesi

(2) (Ga * G_2æ)A =  Ga G^2^j,

(3) Ga * G_2^ =  Ga_2^.

(*) Nella seduta del 13 maggio 1972.
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Col simbolo * denotiam o, come di consueto, la convoluzione; e con A 
denotiam o la trasform ata di Fourier: f ( x ) K — e~z'(x^ ) / ( x )  d x  (quando /  è

una funzione).

Dimostrazione. -  L ’istrum ento essenziale per la dim ostrazione è la seguente 
form ula di moltiplicazione, valida per ogni oc , ß e C:

(4) {m 2 +  Q =j= i o f  {m 2 +  Q i o f  =  {m 2 - f  Q =f i o}a+ß.

Osserviamo che la (4) è tu t t ’altro che evidente. Infatti, nel prim o m em bro 
appare il prodotto m oltiplicativo di due distribuzioni complicate, come si vede 
dalla seguente form ula (cfr. [5], p. 565) valida per k  =  1 , 2 , • • • :

{n fi  + Q T  i o } ~ k +  Q }-* ±  f f f f  §[̂ 1] (Q ).

In questa form ula abbiam o posto

def
Q =  Q (y) =  y \  +  y \  -A--------Hy \_  1 — y 2n-

Om ettiam o la dim ostraziohe della (4) che si fa, m utatis m utandis , collo stesso 
m etodo usato dal F isher (cfr. [6]) per provare l ’analoga form ula relativa alle 
distribuzioni unidim ensionali (x  dz i o f .

Ci sarà anche utile nel seguito la seguente form ula (cfr. [2], p. 289), 
valida per ogni oc e C,

(S) [Ga { P ±  /  o }]A =  ( -  !)a/2 { * » + Q W T * o  r a/2.

Osserviamo che nel secondo m em bro della (5) appare una funzione di distri
buzione in tera di oc; da ciò scende che anche Ga {P ±  i o } è una funzione 
di distribuzione intera di oc.

2. D alla (5) consegue, per oc =  —  2 l , /  =  o , 1, 2 , • • •,

(6) {G _2/ fP ±  * o]}A =  ( -  4  {nè! +  Q O )} '; 

e da questa si ricava

(7) G_2/ {P ±  0} =  { □  —  m z }1 § ,

dove, come di consueto, denotiam o con □  il lorentziano:
def' 52 S2 92 d2

U  ~  dxl +  * ’ *+  — f f f  ’

In particolare, per /  =  o,

(8) G0 {P ± 2 0 }  — 8.
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Osserviamo che G _2/ {P ±  2 0} ■ è una distribuzione della classe Ol. Poiché, 
d ’altra parte, Ga € S ', A a e C , un teorem a fondam entale di Schwartz (cfr. [3], 
p. 268, form ula (V II, 8; 5)) m ostra che la (2) è effettivam ente valida. Osser
viamo adesso che, come conseguenza della form ula  moltiplicativa  (4), si arriva 
alla

(9) {Ga }A {G_2/}a =  {Ga_2/}A;

dalle (2), (9) scende im m ediatam ente la (3), ciò che prova il Teorem a (1). 
Può vedersi che, più generalm ente, la relazione

( IC0 Ga * G3 =  G«+ß

è vera per oc , ß num eri complessi arbitrari. Questo consegue essenzialmente 
dal Teorem a 1 e dal fatto  che i due m em bri della (io ) sono funzioni di 
distribuzione intere dei due param etri oc , ß. D a ciò scende anche la relazione

{Ga * Gp}a =■ {Gk}a {.Gp}a Aa , ß e C.

3. Se si tiene conto della (7), la (3) può scriversi 

( n )  Ga * G . , , - Ga * { □ —  m 2Y $  =  { n  —  m*}l Ga =  Ga_il

Se in (11) si pone a =  2 /, ricaviam o (cfr. la (8)):

(12) { □  —  «*a}r G2/ =  8.

A bbiam o dunque dim ostrato il

T eorem a 2 . — Le distribuzioni G2æ {P ± ^ o ,  w , ^ } , > § = 1 , 2 , • • • , ^ > 2 , 
sono soluzioni elementari (causali, anticausali) dell'operatore n-dimensionale  
d i K lein-G ordon iterato k  volte.

Nel caso particolare n — 4 , k  =  1, queste soluzioni si scrivono

0 3 )

Ch )

G2 {P +  i o  ,m  , 4 }  = mi Kj{y»*a (P +  i o ) }  
4 712 (P +  z'o)1/2

G2 {P •— i  o , m  , 4 }  = mi 
4 7T2

Ki{Vm2(P —jo )}
(P — 2 0)1/2

La (13) è u n ’utile espressione della famosa «funzione m agica » o propagatore 
causale del Feynm an (cfr. [7], p. 757, formula (3)). Questo fatto ci ha 
condotto a battezzare « causali » (« anticausali ») le distribuzioni Ga {P A i  0 } .

Osserviamo da ultimo che le soluzioni elementari G2̂  {P ±  i  o , m  , n }  
hanno tu tte  la stessa forma, qualunque sia l’intiero n  >  2.

Questo non accade per le altre soluzioni elem entari dello stesso operatore, 
la cui form a dipende essenzialmente dalla parità di n  (cfr. [5], p. 580, e [8], 
p. 403),
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