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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 1 3  maggio IÇJ2  

Presiede i l  Presidente B eniamino  S egre

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. —- Sur Vinéquation d ’évolution de Navier-Stokes. 
Nota II di M a rco  B irolO **, presentata ^  dal Corrisp. L. A m erio .

RIASSUNTO. —  Si dimostra il Teorema 3 enunciato nella Nota I.

§ 2. Démonstration d u  Théorème 3

Nous dém ontrons le Théorèm e 3 par la m éthode de pénalisation. 
Soit J : V  ->V * h application de dualité sur V, telle que

et ß l’opérateur de pénalisation

= ]  (u —  PK u) , Vu 6 V

où P r : V -> V  est l’opérateur de projection sur K 
Considérons le problèm e pénalisé

(2>l ) 09  > +  VÆ (u (t) , V) +  b ( u ( l )  ,U (t) , V) +

+  “ ■ 99 ; v) =  { /  (t) > v) Vy 6 V, pp. sur [o , T]

U  (o) — U q .

(*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito usufruendo di 
una borsa di studio del C.N.R. presso l’Università di Parigi.

(**) Nella seduta del 12 febbraio 1972.

44. — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fase. 5.
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Le problèm e (2,1), [8] pag. 396, a une solution u z (t), telle que 

(2,2) (t) e £2 (o ,T  ; V) O C (o ,T  ; H)
dus 
d t ( t )e £ 2 (o ,T ;V * )

Déterm inons, m aintenant, des éstimations sur u~ (f). 
De (2,1) on a

(2.3)
1 d
2

7 7  I Uz (t ) I2 <  ( f  (t) , Uz (t)) —  V II Uz (t) II2

' T" (ß^S ( f  ) > ^E i f ) )

étan t connu que b (ue (f) , u e (t) , u z (fj) =  o.
De (2,3) suive

(2’4) T  I *■ CO. I2 <  ( 11/ (0 f  -  v N e (0 II) Il uz (f) Il.

De (2,4) en intégrant et en utilisant le Lem m e de Gronwall, [2] pag. 135,
on a

T

(2> S) I u* (t )\<Lc  II Uz (t) f  à t <  c.

Donc de (2,3) on a

(2,6)

0

T

J (/)> d /<  ^
0

où c y c± sont des constantes qui ne dependent pas de s. 
De (2,6), par le même procédé de [3], on a

T

(2 ,7) - J  ( I I M O I I * )2 * ^ .
0

Dém ontrons m ain tenant q u ’on peut extraire de {uz (t) } une sous-suite 
de fonctions equicontinues dans H sur [£ ,T ], V£ >  *o.

L a m éthode utilisée pour dém ontrer cette thèse est sem blable à celle 
utilisée par l’A uteur dans [5], [6].

Soit t e [o-, T] avec u z (t) e V, ~  || ß^s (f) || <  Q ; posons v =  uz Q) ; on a

■ 7 7 7  I «e GO —  ^E (0 12 <  < / (0 , u t (t) —  U& (0 ) +  

+  V« («e (7 ) ,  (î)) +  b (us (t) , Uz (f) , Uz (t)) +

+  7  <ß̂ E (0  , Uz (f) — (î)> <

<  Il /  (0  II* Il «e (0  —  ( 0  II +  V II ÙE (t) Il II Uz ( 0  II +

+  C2 II «e (0  II2 II (/) Il +  — <ß«e (1) , u s (t) ■—  uz (t)) .

(2,8)
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Observons, m aintenant, que, [8] pag. 370,

(ß^s (0  , P k  Ue (t) — P K u z (0 ) <  O
De (2,8) on a

( 2 >9) —  -gj- I ( 0  - Us, ( 0 |  ì b  11/(011 ' Il (t ) ~  « s (O l i  +

~b v H u z (0 II II u z (0  II "b 2̂ II «e (Oll Il «e (Oli “b 

+  — (ßuz (O  , («s (0  —  P k  «e(0) —  («e ( 0  — P k « e (0 ))  ■ '

< l l / ( 0 f  | | « . ( 0  — « . ( O H  +  v i i « ,  ( O l i l i « .  ( O l i  +
+  o  N « . ( O l l 2 1 1« . (Oll + -  ( l l ß « E ( O f ) 2 + -  I I P « . (O H*  I IP«.  (OU*

Fixons a  positif arbitraire; en intégrant (2,9) on a q u ’il y a 80, tel que 
pour o <  S <  80

I u z (t +  8) — u z ( 0 12 <  a.

Observons que 80 depende de ||« e (0 || et Q.
On a

(2.10) b («e (t +  8) , us (t +  S) , v) —  b («g (0  , uz (0  , v) —

— b («g (  ̂ +  8) — u z (t) , u t (t -\ -  8) , O +  <5 («g (0  , (tf +  8) , î/) —

—; b («g (0  8) , O  +  b (ut (t) , uz (t +  8) —  (0  , ») =

=  <5 (uz(t  +  8) —  «e(0  , uz(t +  8) , O  +  b(uz(0  , «»(if+  8) —  « ,(0  , z») =  

=  b («E (t +  8) —  «g (0  , u z (t +  8) —  «s (0  , O +

+  b («g (# +  S) —  (0  , u z (0  , y; +  b («g (0  , uz (t +  8) —  u z (t) , z/).

Rappelloqs, [8] pag. 71 (6,24), que:

b (uz (0  , ue (t +  8) —  uz (0  , us {t +  S) — uz (0) =  o 

b (uz(t + 8 )  —  u z(t) , u e( t +  8) — «g(0 , u t (t  + 8 )  —  «g(0) =  o .

Posons dans (2,10) v =  us (t +  8) —  uz (f), on a

(2.11) b (uz (t +  S) , uz (t +  8) , uz (t +  8) — uz (0) —

b (z/g ( 0 ,  t̂ g (0  , u z (/ "p 0  ( 0 ) ==

=  b (ut (f + 8 )  — «g(0 , «s(0 , Uz(t +  8) — Mg(0) .

Rappelions, [8] pag. 67, q u ’on a

I b .(«g (* +  8) — u% (0  , u z (0  , uz (t +  8) —  «g (0) I <

<  Il « .  ( 0  II ! « . ( *  +  ») —  « .  ( 0  I2 <  4  y  II « . ( 0  II •

(2,12)
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De (2,1) on a:

(2)I3) y  12^ O' +  §) —  ut O) I2 <  K/ ( t  +  8) — /  (t) H* •

• Il «e( t +  8) —  u z (f) Il —  v II u t (t +  8) —  uz(t) ||2 +  4^11 ut (t) ||2.

En intégrant (2,13), on a q u ’il y a un interval \t , t +  p ], p >  o, dans 
lequel

I ue.Çt +  -8) — uz (t) \2 < 2 a

0 <£ 8 <C §n .
Observons que p depende de c et a.
De (2,5) (2,7) i-1 y a une suite {tn} dense dans [o ,T ] ,  telle que

m ax lim || u z (tn) || <  Qn 
£ -> 0

m ax lim ~  (|| ßuz(t„) ||*)2 <  Q„ .
£-> 0 £

On peut, alors, découper l’interval [T, T] par des points S ; € { t n}
1 =  o , i , • • •, m  dans des intervals partiels de m esure inférieure a p et sup
poser, sans perdre de généralité, || uz (st)  || <  Q . — (|| ßue fo.) |j*)2 <  Q 
i  — o , I , • • •, m.

Pour le procédé précédent, on peut alors conclure que { u z(t)} est com
posée de fonctions equicontinues.

De (2,5) et du Lem m e 1 de [3], on a, au moins d ’extractions de sous- 
suites

(2.14) lim uz (t) — u (f) dans G (ï , T  ; H)
e 0

et, encore de (2,5),

(2 .15) lim* uz (f) — u (t) dans £2 (o , T  ; V) .
£ —> 0

On a aussi

(2.16) lim ßuz (t) =  o dans £2 (o , T ; V*) .
£ -> 0

De (2,16) on déduit ßu (t) — o, donc u (t) Ç K p.p. dans [o , T].
Soit m ain tenant v (t) e K p.p. dans [o , T ] , v (t) e £2 (o , T  ; V)

'y  (/} '-2 (° i T  ; H); on a

(2 ^ 7) ®  ~~ ^ ( 0 /  +  va(uz(t) , v(t)  —  +

+  b (uz(t) , u s(t) , v(t)  —  u z(fj) +  — (ßuz(t) , v ( t )-— =

=  </0D . v(i)  —  u t (t)) .

avec



[337] Marco B iroli, Sur Vinéquation d'évolution de Navier--Stokes. -  l i 595

On a { $uz (f) , v (t) — uz (/)) <  ($v (f) , v (t) — uz (t)) =  o , donc pour 
h  i h  , e [o , T] on a

f2

f  I ^ 1 7  ’ V I > ----+  Va («s.00‘> V ( f ) --------------  «e(0) +
 ̂1

+  £(«e 00 , U,(t) , v( t)  —  Ue(t))   ( / ( ? )  , v { t )  «*(*)) j ^  >

^  -J { \ v ( h )  —  Uz(t2) I — I V(tx) —  uz(ti) |2} .

De (2,14) on a

A t2

(2.18) lim !  (t) , v( t)  —  « .(0 >  dt  =  I (V), w(if) — z*00/  dif

(2.19) lim I v (tt)  — (£•) |2 =  I v (tt)  —  u 0 0 12 i  =  1 , 2  .

De (2,15) on a

A

(2.20) lim f  ( f  (t) , v 00 —  u z (t)) d t =  ( (f ( t )  , v  (t) —  u  00) d t
s-»0 J J

il h
i% 12

(2.21) lim J  a (ue(t) , v(t))  d t  — |  a (u ( t ) , v(t)) dt
tl ij

A

(2.22) / a (u(t) , ^(7)) d/ <  min lim / a (z/£(V) , ^s(/)) d/ .
J s —>■ 0 ./
ii ti

Examinons, enfin, le terme

2̂ 12

(2.23) j* b (ut (f) , u z(t) , v( t)  —  u z(t)) dt  =  j  b (ue(t) , uz(t) , v(t)) d t  ■■
"ii t x

12
=  — J  b (ue (t) , v ( t ) , uz 00) d ( .

E n rappellan t la form ulation esplicite de b (u , v  ,w) ,  observons q u ’on
peut supposér

(2,24) lim* ual ( t , x ) u z2 ( t , x)  =  Xi,2 ( t , x)  dans £2 ([o , T] X O) .
s —>0
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De (2,14) on a alors

( 2 *2 5 )  X l»2 y X) ^1  (t y X^ U<£ {t  y X} .

De (2,23) (2,24) (2,25) on a

2̂
(2,26) lim /  b (uz ( t ) , us (t) , v ( t )  —  Uz (fj) dt  =

 ̂ 0 J
tl

12

=  lim / b (us (t) , Uz (/) , v (t)) dif =  
£-> 0 J

t x

t2

=  lim —  / b (Uz (t) , v ( t)  , Uz ( / ) )  d i '  =
e-^0 ./

h
h t2

=  —  I  b (u ( t )  , z /(e f ) , 2c (V )) d t  =  f  b (u( t )  , u ( t )  , v(t)) dt  =
'h ty

=  J b (u (t) , u  (t) , v  ( t )  —  «<: (if)) d /  .

De (2,18) (2,19) (2,20) (2,21) (2,22) (2,26) on a 

o

(2,27) J  j < ^  00 , v ( t )  — U (tj^> +  VÆ (^  0  , V (t)  ^ 0 )  +
if2

+  b (u (t) , u  00 , Z/ (^) —  ^  (if)) — < /( /)  i V (t) —  u  (jf)) j dif >  

^  — { I V (t2) —  u (t2)\z —  \v (tj) —  u  (tx) 12 } .

L a partie de la thèse concernante l’existence est ainsi démontrée.
Pour la partie concernante l’unicité on utilise un procédé classique [8], 
Soient %  00 et «2 00 deux solutions de (1,3) et posons

w ( t ) __Ux W ~  u2 W

0 (/) — Ul 3~ 2̂

4 -^ r 0, 00 +  0„ (if) =  0 (if)

lì /, (o) — Uq .

lim 0„ (/) =  0 (t)
7) -> 0

On a, [8], 

(2,28)
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dans £2 (o , T ; V) et C (o , T ; H)

- ^ 0 , ( 0  6 £2 ( o , T ; H )

6̂  ( t )  e K p. p. sur [o , T]

\ ^ J  00 » (0  '® ( 0 /  ^  °  •

Posons dans l’inéquation ( r ,3) v ( f )  =  0^(7 ). On a

t

f  ! \ w °* CQ, 6* (Q -  «1 (0>  +  ^  («! (0 , e„ ( 0  -  ux (Q) +
0

+  b («1 (j) » % C0 .67) (0  — «1 (0) — (/(0 , fin (0  — «1 CO} I >

>  -  |0 , ( O - ^ i ( O I 2

j  I \  dt ^  ’ T̂| (J) C 0 / d- va  (,u'i ( 0 107) CO u‘t CO) “t-
0

H“ b  (u%  ( s )  , ^ 2  CO > 07J CO ^ 2  e*5*)) ( y  («0 y 07) C0 ^ 2  CO) j di* >

>  Y  I 0*> (0  —  u 2 (f) |2 ;

dont
t

J  j \ j d f  ^  CO > CO 0  CO/* .4- a  (u i  ( 0  j 07) CO —  ^ 1  CO) +
0

2̂ a (U2 (0 > 0̂  CO 2̂ (0) H b (U1 CO y ul GO y 07) CO % CO) 4“

+  — b  0*2 CO > **2 CO , 07, ( 0  —  ^2 CO) — '</(.5*) , 0y) ( j)  —  6 (j))  j di- >

> - { | 0, ( O - ^ i ( O f  +  | 0, ( O - ^ 2(OI2} .

En passant à la lim ite pour r\ -> o on a

J  { —  VÆ («/(O , W  (0) +   ̂(«! CO-, «1 (0  , W (0) — b («2 (0 , «2 (0  , (0)} dj >
0

^ — 1«'(0|8 ;.

dont en suivant la m éthode du Théorèm e 6.4, pag. 71 [8], on a w(t)  =  o. 
L a thèse est ainsi démontrée.
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