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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 13 maggio 1972

Presiede 1l Presidente BENIAMINO SEGRE

SEZIONE I

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Swr ['inéguation & évolution de Navier—Stokes.
Nota IT di Marco Biror: ®, presentata ©” dal Corrisp. L. AMERIO.

RIASSUNTO. — Si dimostra il Teorema 3 enunciato nella Nota I.

§ 2. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Nous démontrons le Théoréme 3 par la méthode de pénalisation.
Soit J:V - V" l'application de dualité sur V, telle que

1Joe [ = 2],
et B lopérateur de pénalisation
Bu =] (u— Px u), VueV

ot Px:V —V est 'opérateur de projection sur K
Considérons le ‘probléme penalisé

d
(2,1) <d—‘;<z>,v> +va(u@),v) + 6@, nld),v) -
+oBu@, )= ®,0) VoeV, pp. sur [o,T]
% (0) = u,.
(¥*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito usufruendo di

una borsa di studio ‘del C.N.R. presso I'Universita di Parigi.
(*¥*) Nella seduta del 12 febbraio 1972.

44, — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fasc. 5.
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Le probleme (2,1), [8] pag. 396, a une solution #, (¢), telle que
(2,2) u, ()€ (0,T;V)NC(o,T;H)

dd‘f e, T; V"

Déterminons, maintenant, des éstimations sur #, (2).
De (2,1) on a

(2,3) L OP <O w @) u OFF

— = Bue @), % ()

étant connu que 6 (%, (¢) , u. (¢) , u. (¢)) = o.
- De (2,3) suive

(2,4) L e u@F < U OI = e O 2 Dl

De (2,4) en intégrant et en utilisant le Lemme de Gronwall, [2] pag. 135,
on a

29 wOlse  [lwoFdse
0

Donc de (2,3) on a
T
E
(2,6) %j Boe @), ue (£)y d2 < ¢4
0

ou ¢, ¢ sont des constantes qui ne dependent pas de .
De (2,6), par le méme procédé de [3]; on a
I
@7) & Qe oy de< .
0

Démontrons maintenant qu’on peut extraire de {#, (£)} une sous-suite
de fonctions equicontinues dans H sur [f,T], Vi> o.

La méthode utilisée pour démontrer cette thése est semblable i celle
utilisée par I’Auteur dans [5], [6].

Soit 7€ [0, T] avec u. () €V, —||pu, ()| < Q; posons v =u,(I); on a
(2.8) T @ — QP <), 1) — () +
+ va (e (2, e (D) + 6 (e (), 2 (&), 2 (1) +
+ o Pt (8) e () — e () <
SN F O Note (2) — e DN + v e O |2 D] +
+ o e O ll2te DI+ Bote (), e () — e ().
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Observons, maintenant, que, [8] pag. 370,

<Bua (t> , Px 2. <t) — Px u, (t)) <o
De (2,8) on a ‘

1 d

(2,9) 5 a1 @O —u QP < ILf O e () — we (1) +
v e O o (DI + 5 e DI e (1)1 +
+ o (Bue (1), (e (8) — Pre e (£) — (e () — Pr s (1)) <
< NS ON llote @ — 20 O] + v ll2ee @Il 22 (D) +
+ ea e OI* e (D] 4= ([l Bree DI + ¢ 1B (DI [ B (A

Fixons ¢ positif arbitraire; en intégrant (2,9) on a quil y a 8, tel que
pour 0 < 3 <

| 0+ 8) —u. O < 5.

Observons que 3o dependé de ||z, (D] et Q.
On a

(2,10) b (e (t +8), 00 (t +8),0) — b (ue (), e (), 0) =
=6t +8) — (), u(t+3),0) +6 (), u(t +98),0) —
— b (e (8) 2 (¢ 8),0) + b (e (B, e (2 + &) —ue (), 0) =
= B (et +8) — wet), w(t+3), 0) (), a2+ 8) — w,(8) , v) =
=06 (s (t + &) —u. (), u. (¢ + 8) —u. (¥),v) +
+ b (ue (¢ + 8) —u. (¢) , u. (2) ,'v) + 6 (ue (), ue (¢ + ) —u. (), v).
Rappellons, [8] pag. 71 (6,24), que:
b (@), e+ 8) — e (£), 20 (2 + 8) — . (£)) = 0
b (et + ) —ue(t) , w2+ ) — we(t), we (¢ + 3) — () = 0.
Posons dans (2,10) v = %, (¢ + 8) — . (¢), on a
(2,11) b (et 4 8), e (b4 8) ) st (t + ) — w0, () —
— b (e @), ue (@), e (¢ + 8) —u () =
= b @+ 8) — (), wa(t) , wa(t + ) — u(2) .
Rappellons, [8] pag. 67, qu’on a |
(2,12) 6@+ 8 —u(), u(),u+d)—u@)| <
<l @) |t + 8 — e O < 48 )]
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De (2,1) on a:
(2.13) L+ ) —u P <IFC+ D —f O
Aot (¢ 8) — e DNl =V |40+ 8) — D P + 4 2 || D) |-
En intégrant (2,13), on a qu’il y a un interval [i,7 -+ p], p >0, dans
lequel
. (t+ 8 —u. O <20
0<3d< 9.

Observons que p depende de ¢ et o.
De (2,5) (2,7) il y a une suite {#,} dense dans [0,T], telle que

max lim ||z, (¢,) | <Q,
e—0

max lim - (|| () [ < Q, .

On peut, alors, découper linterval [7,T] par des points s;€{z,}
?=0,1, -+, dans des intervals partiels de mesure inférieure a p et sup-
poser, sans perdre de generalité, | u.(s)]| <Q % (Il Brte (s I*)? < Q
i=0,1,-,m.

Pour le procédé precédent, on peut alors conclure que {#.(#)} est com-
posée de fonctions equicontinues.

De (2,5) et du Lemme 1 de [3], on a, au moins d’extractions de sous—
suites

(2,14) Eli_r:q0 u, (£) = u (¢) dans C(1,T;H)

et, encore de (2,5),

(2,15) sli_r)r})* u () = u (z‘) dans ¢* (o, T;V).
On a aussi

(2,16) lim Bu. () =o dans € (0, T;V".

e—>0

De (2,16) on déduit Bu (#) = o, donc « (¥)€ K p.p. dans [0, T].
Soit maintenant v (#) € K p.p. dans [0,T], v() €<, T; V) avec
® e, T;H); ona

due

(2,17) W@, 0O =) >+ va@u ), v — @) +

A6 (ue(t) , u(t) , v(#) —u(2) + % Boee () , v (&) — . (2)) =
=(f(®),v(®) — u@)).
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On a (Bu.(t),v(®)—u () < (Bv(®),v(#) — u(£)) =0, donc pour
t1,%2,€[0,T] on a

do

1<% @00 — 1@ + a0 O — w) +

't .

o0, 1), v — 1) — (£ €), 9O — m ()| dr >
= {| v () —ut)| — |v(t) —u(t)[*} -

De (2,14) on a

[

e lim [ (0,00 —n0)d = [ (0, 00— ) i

1y 2

m | v () —u @) = |v () — u@)| i=1.2.

(2,19) li
e—>0

De (2,15) on a

(2,20)

lim [ (O, 00— @ de= [ (£O), 00 —u@y a

¢

(2,21) lim/a (u () ,v(¥) dt = / a(u(t),v()ds
e—>0 A 0

£ ¢

(2,22) / @ @(®), #() dt < min lim / @ () , () dt .

121 ty

Examinons, enfin, le terme

12 ty

@23 [0, w0 — w) d = [HCRAORTOr S

21 t

=—-fé(us(z‘),v(t),us(z‘))dt.

En rappellant la formulation esplicite de & (% ,v,w), observons qu’on
peut supposer

(2,24) Hm* 2y (2, %) #eo (2, %) = Ya,5(¢,%)  dans ([0, T]X Q).
e —>0
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De (2,14) on a alors
(2,25) Y2 (¢, %) = uy (¢, x)u, (¢,x).

De (2,23) (2,24) (2,25) on a
2

(2,26) lim / B (), 4 (), 0 (D) — e () df —
lim / ' b (u: (&), u, (£),v(2) dt =
e—>0 7

‘e

= lim—/. b(u. (), v(), u(2))de =
e—>0 .

3%

S /‘b(u(x) L o(d), w() d =/5 (), u(@), v(®) dt —

:/b(u(t),u(t),v(z‘)—u(z‘))dz‘.

De (2,18) (2,19) (2,20) (2,21) (2,22) (2,26) on a

4

Con KB 00O 2@yt @@, v —u) +

Fo@®, u @, O — 1) — (), 0O —u@)l =

25 {lv@—u@ —|v @) —u @)}

La partie de la thése concernante I'existence est ainsi démontrée.

Pour la partie concernante I'unicité on utilise un procédé classique [8].

Soient #; (£) et us (£) deux solutions de (1,3) et posons

w(f) = ul(l‘);uz_(ﬁ

6 () = ul(t)i—uz(i)_
N 0 () + 0, () = 89
0, (0) = 2,.

On a, [8],

(2,28) nliino 0,0 = 0@
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dans 2 (0,T;V) et C(o,T;H)
L6, €0, T; H)
0, €K p.p. sur [o,T]
(@, 0,0 —0()> <o.

Posons dans I'inéquation (1,3) v (#) = 6,(#). On a
J1Kar 00 8.0 — 10 @ + v (@), 0,0 — 0 () +
0

6 (), u1() , 0y () — 21 ()) — (F (), 04 () — 21 (s)) [ ds =

=0, @O—m@f

J‘ § (g 00 ), 00 () — 22 () > + v (g, 0, (5) — wa(s)) +

+ & (ua(s), wa() , By () — s () — (F () , O (8) — mp(s)) { ds >
=2 0@ —u @

dont

f %<% B:(5), 00 () — 05) > + T @ (s), 0 () —wa(s)) +

0

+ L a(ua(s), 00 (5) — () + 5 b1 (5),24(5), B (5) — vy (5))+
5 6 (un(8), 1a(5), B8, (5) — #a(s)) — (£ (), By (5) — O(5)) | ds >
=2 {[6,0) — m@F + 10,0 — O]}

En passant 4 la limite pour n—o0 on a
[ {—va(w(s),w ()8 (ui(s), w1(s), () — b (ug(s), us(s), w(s))} ds =
K
> 5 |w®];

dont en suivant la méthode du Théoréme 6.4, pag. 71 [8], on a w(f) = o.
La thése est ainsi demontrée.
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