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Analisi matematica. — Applications accrétives dans des espaces
d'operatéurs hermitiens. Nota di Giruseppe Da PraTo, presentata ®
dal Corrisp. G. STAMPACCHIA.

RIASSUNTO. — Si considerano le applicazioni sullo spazio di Banach degli operatori
hermitiani su uno spazio di Hilbert e si caratterizzano quelle accretive.

I. APPLICATIONS ACCRETIVES DANS H(E,)

On se donne un espace de Hilbert complexe E, de dimension finie #
(norme ||, produit scalaire (,)). On note H(E,) I'espace de Banach réel
des applications hermitiennes dans E, muni de la norme:

(r.1) IT| = Sup {|Tx|, x € E, || < 1}.
Si TeH(E,) on note \(T)>2(T)>:--=>n,(T) les valeurs propres de
T, e1(T), -+, ¢,(T) une base orthonormale de vecteurs propres corréspon-

dants et on pose T = D}, (T) P,(T) ou P,(T)=(,e;(T)e;(T). Si f est
=

une application R — R on pose:

F@ = RSO TEHE,.

PROPOSITION 1.1.  Soiz f€C'(R,R), alors feC*(H(E,),H(E,) et
Lon aW:

(1.2) (TS = }__‘,1 F,;(T) P,(T)SP;(T)  VT,SeH(E,)
o Fy(T) = (f (D) — F Oy (DMNI(T) — 3(T)  si 3,(T) F= 3,(T) ez
Fy)=7 0u(D) i 3,(D) = 3,(D)
H, (B) = {Te€H(E,); \(T) > A(T) > - >, (T), (D] > 2D}
Ho(E,) = {T€H(E,); 2 (T) > 1 (T) > -+ >4, (T), |1 (D) < (D]}

PROPOSITION 1.2.  L’application I—NI+ (E,) UH_ (E,) >R, T—|T| est
différentiable et I'on a @:

[ =Tr(Py(T)S) VIeH,(E,), SeH(E,

(1.3) 1Ty -s ? = —Tr(P,(T)S) VT e H_ (E., SeH(E,).

(*) Nella seduta dell’8 aprile 1972.
(1) C*(H (E,), H(E,)) est I'ensemble des applications F : H (E,) - H(E,) continue-
ment dérivables au sens de Fréchet; on note F'(T) la dérivée de F au point T.

(2) 11 est facile de voir que ﬁ+ (En)uﬁ_ (Ex) est ouvert et dense dans H(E,). On
note Tr (T) la trace de T.
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LEMME 1.1. Soit A€H +(E,) ,BeH((E,); alors les indgalités suivantes
sont équivalentes:

) [[A+aB|=[Al Va>o;
iiy Tr(BP,(A)) >o.
Démonstrations. i) = ii) Soit ¢ (a) =||A + aB| —||A|,x>0; on a
¢(0) =0, 9(@) =0 donc ¢'(0) = Tr (BP;(A)) >o.

ii) = 1) Puisque A€ ﬁ+ (E,) il existe #u€E, tel que |«u|=1 et
An = ||[Allz donc on a (Bu, u) = Tr (BP,(A)) > o, d'ot |[A| = (Ax,u) <
< (Au,u) + o (Bu,u) < ||A + aB||.

THEOREME 1.1. Soiz f€C (R, R), alors les affirmations suivantes sont
équivalentes:

i) f est accrétive @,

i) Tr (f(T)—7F(S) Pi(T—S)) >0 pour tout T,S € H(E,) tels que
T—SeH,(E,).

COROLLAIRE 1.1. Soiz f€C' (R, R), alors les affirmations suivantes sont
équivalentes:
i) f est accrétive;
i) Tr(f(T)S)P;(S)=o0 VTeH(E), SeH, (E).
Si fe€C'(R,R) définissons une fonction F €C (R* R) par:
(9 Fa,)=U®—S/ONE—y si xsy, Fx,2)=Fr(.

THEOREME 1.2. Soi¢ f€C' (R, R) alors les affirmations suivantes sont
équivalentes:

i) f est accrétive

i) Pour tout x = (xy,---,x,) € R* et pour toute matrice unitaire Uy
dans C" on a:
(IS} ,ZIF(xi’xj)"ng)Ulezlzo /121,2,-'~,%
i,7=

o1
A ”n _

<I6) lpgl):(Z_ Z)Uz'kUjé /Z=I,2,"',7Z,
A1 i

Démonstrations. Posons:

(1.7) M=Tr(f(DSP(S), TeH(E,), SeH,(E,)

(3) Soit X un espace de Banach, g:D (g)cX — X est accrétive si:

[z =yl <|xr—y + a(g(x) —g ()] Vi,yeD(g), axo.
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grace au Corollaire 1.1 il suffit de démontrer que la condition M > o est
équivalente a (1.5). D’aprés (1.2) on a:

(1.8) M = é_ZI e (S) A
(1.9) A= E F, (T) Tr (P, (T) P, (S) P,(T) P, (S)).

Soit P={<7\1:""7\n)§7\1=1»7\12|7\nl y M=% >+ >M,}; T est un polye-
dre de R” de sommets R;, Ry, -+, R,:

ne

Rz': I,oeey I, — 1, -, —1 i=1,--,n.
S —— e ———
n—i+1 fois i—1 fois

Puisque A, ne dépend pas des valéurs propres de Son a M >0 si et seulement

n
si la forme linéaire F (A, -+, 2,) = Z)\k A, est non négative sur I'. F
=1
atteint son minimum dans I' dans un des points R;,---, R, donc la condi-
tion M > o équivaut i:
V3 n
(1.10) ZA/&Z ZA/& h=1,2, -, n.
21 Ry i}

Soit maintenant U une matrice unitaire telle que P, (S) =UP,(T) U*,
k= 1,--,n, on a alors:
n

(r.11) Ay = { F,(DU4U,U,, 0,4

7=
ot Uy = (Ug;(T), ¢,(T)). D’apres (1.10) suit alors (1.3).

Remarques. a) Si n =1 alors f est accrétive si et seulement si f est non
décroissante.

8) Si n=2f est accrétive si et seulement si on a:

(1.12) (f @) —f D —3) = (1)) (VF @) — VF )
Vx,y€R, x =y

donc l'inégalité (1.12) est une condition nécessaire pour que f soit accrétive
dans E, si. #>2 (cette condition est suffisante seulment si 7 = 2). I1 est
facile de voir que, d’apres (1.12) il existe M > o telle que |f(x)] < Mat
pour x assez grand.

¢) 11 es‘;c facile de voir, & I'aide de (1.12), que si f€C (R, R) et f est
accrétive alors f est localment lipschitzienne. Donc on peut, dans le Théo-

réme 1.2, supposer seulment f continue; naturellement F appartient dans ce
3 00,y
cas a L™ (R%.

36. — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fasc. 4.
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Il serait intéressant de savoir si la condition «f accrétive dans H(E,)»
entraine des propriétés de régularité pour f.

d) Soit P(E,) le coéne des applications linéaires positives sur E,; alors
les Théorémes 1.1 et 1.2 sont valables si 'on remplace H(E,) par P(E,)
et R par R, ={xreR;x>o0}.

Exem;ﬁle.‘ Soit f(x) = ax® + 2% 4 cx +d, f non décroissante dans
R (resp. R,) alors f est accrétive sur H(E,) (résp. P(E,)).

2. APPLICATIONS ACCRETIVES DANS H (E)

On se donne un espace de Hilbert complexe E (norme || ||, produit
scalaire (,)); on note H(E) I’espace de Banach réel des applications hermi-
tiennes E - E muni de la norme:

(2.1) ITI=Sup {|Tx|, l#lI<1} VTeH(E).

On note P(E) le cone dans H(E) des applications positives. Si T € H(E) on
note {E,(T)} la famille spéctrale attachée & T et si € L” (R, R) on pose:

+00
(22) @ = [ 703 By (D).
On note H, (E) I'espace H(E) muni de la topologie forte. Pour simplifier
les démonstrations on supposera E séparable, mais tous les résultats sont

valables en général. On note finalement {#,} une base orthonormale de E.
Le Lemme suivant est bien connu:

LEMME 2.1. Soit f € C (R, R) alors si T,,— T dans H(E) on a f(T,) — F(T)
dans H (E).
Le Théoréme suivant raméne I’étude des applications accrétives de
H(E) & celui des applications accrétives de H(E,).
THEOREME 2.1. Soiz f€C (R, R), alors les affirmations suivantes sont
équivalentes:
i) f est accrétive dans H(E) (resp. P(E));
i) f est accrétive dans H(E,) (resp. P(E,)) Vn €N.
DEMONSTRATION. i) = ii) évident ii) =i). Posons ¢, = (1 +of)", a > o,
on a ||¢x(t) — ¢ (5)|| < [|£—s]||; en outre pour tout Se€H(E)T = §,(S)
est solution de I’équation T + af (T) = S. On va démontrer I'inégalité:

(23) IT—SI<IT—S+a(f(M—FEG) VI,SecH(E)

qui équivaut a

(2.4) [8(T) — 8 S)I <IT—S|  VT,SeH(E).
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%

Posons P,x = E(x,uk) #, on a évidemment P, TP, - T dans H,(E),
n=1

donc, grace a i) on a:

(2.5) 192(Py TPs) — #a(P; SP)|| < |P, TP, — P, SP,|| < ||T —S|.

Si x € E on a, d’aprés le Lemme 2.1:

(2:6)  [9a(T) x— $a(S) x|l = lim | $a(Ps TPp) x — o(P, SP) x[| <
< [T —=SIH=l

et (2.3) est démontrée.
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