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Algebra. — Residui quadratici in un campo di Galois r). Nota 
di R einaldo  E. G iu d ic i p re s e n ta ta ^  dal Socio B. S egre .

Summary. — The present paper deals with quadratic residues in a field GF (pn), 
where p  is an odd prime and n is a positive integer. Some particular results for n =  3 are 
pointed out.

I. Introduzione

Nel presente lavoro si definiscono e si studiano i residui quadratici in 
un campo di Galois di ordine p n, dove /  è un num ero primo dispari ed n 
è un intero positivo. Esso costituisce una generalizzazione del lavoro di 
R. E. Giudici [3], ove vien tra tta to  il caso n =  2. Si enunciano inoltre 
alcuni risultati particolari validi per n =  3.

2. Il carattere x (a). Teorema di Eulero

Sia G F (pn) il campo di Galois estensione d ’ordine n del campo fonda- 
m entale di caratteristica p } G¥(j>), con p  numero primo maggiore o uguale a 
3 ed n intero positivo. Allora, GF* (**) (pn) =  G F (pn) —  {0} risulta notoriam ente 
un gruppo m oltiplicativo ciclico d ’ordine p n —  1 (cfr. per esempio B. Segre 
[6, p. 62]). Sia \ n un generatore di G F *(pn), cioè un elemento tale che 
G F  * (pn) =  {1 , , i l  , • • - , ~2} =  [AJ. L ’elemento X1 =  A{f +pH + ' " +/+1
risulta un generatore di G F (p), ossia è, come si dice, una «radice prim itiva 
del num ero primo p  »: invero Xf-1 — 1 e p — 1 è il più piccolo esponente 
con questa proprietà, giacché \ n genera G F ( / ) .  Ciò premesso, detta g  la 
più piccola radice prim itiva di p  (com’è abituale in teoria dei numeri), sarà 
X1 =  gs con is* tale che (s , p  —  1) =  1.

D efin iz ion e  i. Sia a e G F * ( / ) .  Se la congruenza 7j2 =  a (m o d  T>) 
am m ette una soluzione 7] e G F * ( / ) ,  si dirà che a è un residuo quadratico 
(r.q.) in G F * ( / ) .  Se invece la congruenza anzidetta non am m ette soluzione 
in G F (pn), si dirà che a è un non residuo quadratico (n.r.q.) in G F  *(pn).

D efin iz ion e  2. Se a e G F (pn), denotiamo con x(a) il carattere definito da 

/ +  r  se a è un r.q. in G F *(pn) ,

X (a) =  I —  i se a è un n.r.q. in G F*Q ^) ,

l o  se a C G F *(/* ) .

(*) Lavoro eseguito presso F Università di Roma, usufruendo di una borsa di studio 
del Ministero degli Affari Esteri Italiano.

(**) Nella seduta dell’8 aprile 1972.
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Il seguente teorema costituisce una generalizzazione del Teorema di Eulero.
T e o re m a  i . x (°0 =  a.ipn~m  (mod p).

D im o s tr a z io n e .  Se a =  o, il teorema è banalmente vero. Se a=(=o, 
risulta a e GF*(pn) =  [XJ. Pertanto a =  ì!„ con o <  t <  p n— 2, ed a è 
un r.q. o un n.r.q. a seconda che t  sia pari o dispari. Otteniamo allora 

a G>”- l ) /2  =  yHt>n- W  _  ^ * - i + ^ - 2+  • • • + p + iy qs-D /2 =

=  , con (s , p  — 1) =  I .

Dato che g<t-VI2 ^  ■— 1 (mod p)  e che r risulta dispari, si ha =
=  ( O' (mod p), ossia %(a) =  a!~p 1,/2 (mod p), come asserito.

C o r o l l a r i o .  Per ogni oc, ß e GF (J>n) si ha x(ocß) =  x (a) x(ß)> ossia 
X risulta un morftsmo fra  i  grupp oidi moltiplicativi d i G F (pn) e di  GF (3).

3. D istr ib u zion e d e i resid u i quad ratici in G F (pn)

Allo scopo di studiare la distribuzione degli elementi che sono r.q. in 
GF (p n), consideriamo GF (p ”) come il campo di spezzamento di un polinomio

C1) Sn (x ) ~  x " +  a1 x n~ 1 +  • • • +  an- 1 x  +  a„ ,

irriducibile sopra GF (p ) (cfr. ad esempio B. Segre [6, p. 66-67]).

OSSERVAZIONE. Risulta utile ed interessante determinare polinomi di 
tipo semplificato rispetto alla forma generale (1), che permettano di costruire 
le varie estensioni di GF (p). Così, per esempio, per l’estensione G F (/2) si 
può usare (cfr. R. F. Giudici [3]) il polinomio (x ) =  xP ■— g, con g  radice 
primitiva di p. Invece, per GF (pT) si hanno due casi da distinguere:

I) Caso p  =  i (mod 6). Si può usare il polinomio gz (x) =  x 3 — g, 
con g  radice primitiva di p. In effetti, il polinomio x 3 — g  risulta irriducibile 
in GF (p), perché altrimenti esso ammetterebbe un fattore lineare * — a 
con a e GF (p) e quindi con a =  g ‘. Si avrebbe dunque x 3 — g  == (x  — g*)
(x2 -\------) (mod p), da cui, prendendo x  =  g e, risulterebbe g3e— g  =  o
(mod p), cioè g 3e =  g  (mod p); ma allora, dato che g  è radice primitiva di p, 
si otterrebbe 3 0 = 1  (mod p  — 1) e quindi, essendo attualmente^ =  1 (mod 6), 
si giùngerebbe all’assurdo 3 <? =  1 (mod 3).

II) Caso >̂ =  5 (mod 6). È ben noto (cfr. H. Hasse [4, p. 171, 172]) 
che ogni elemento di GF (p) è attualmente un cubo perfetto, cosicché, per 
costruire l ’estensione GF (p3), non si può usare un polinomio del tipo x 3 —  a 
con a e G F(ÿ). In questo caso è però possibile assumere, come polinomio 
irriducibile, un polinomio del tipo x 3 — 3 x  —• 2 u, in cui u  soddisfi alla 
relazione X2 =  u  +  vL,  dove >.2 è un generatore del campo GF (jp) di norma 
i e L è uno zero del polinomio x 2— g  che definisce GF (p3). Si noti che l’ele
mento u  può assumere ( p +  i)/3 valori. Questi risultati possono venire 
ottenuti a partire da un teorema di L. E. Dickson [2, p. 2].
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Tornando al caso generale del polinomio (1), sia 0 e GF*(/>”) una qua
lunque delle n radici dell’equazione g n (x) =  o. Ne viene che G F ( / )  =  
=  G F (p) (0) e si può porre

(2) GF(j>n) =  {ò0 +  b1 Q +  b2 Q2 +  --- +  bn„1 Qn- 1 \bi e G F (p )} .

E ben noto che, se 0 è una radice di gn (x), le altre radici sono
0^, 0A 0̂  (cfr. ad esempio B. Segre [6, 72]). Per questo motivo,
se oc e GF (/') , gli elementi oc’6, a? , • • •, u f  si chiamano i coniugati di a; 
e si chiamerà norma di oc l’elemento -  manifestamente di GF (p) -  definito 
da

(3) N ( a ) = = n V .
*=0

Il seguente teorema consente di esprimere il carattere y (oc), in funzione 
del ben noto simbolo d i Legendre (| p).

Teorema 2. x (a) =  (N(oc)|/).

D imostrazione.

x («) =  a ^ M- 1)/2 =  (a<1+^ 3+ • • ■ W  =  gp ^ ~ w  =

&  (N (a))(̂ “1)/2 e= (N (a) j p),

conformemente al Teorema di Eulero.
Per studiare la distribuzione dei r.q. di GF (j>n\  risulta utile rappre

sentare l’insieme GF (jP) come un sottoinsieme dello spazio euclideo reale 
di dimensione n , Rw, nel modo seguente. In primo luogo, conveniamo di 
rappresentare gli elementi oc di G F ( / )  =  GF (p) (0) -  anziché nella forma (2) -  
nella forma canonica

(4) a =  b0 + ò 1 Q+■■■.  +  òn^ 1 Q’,- 1 ,

con fye  Z , \bjf\ < ( p — i)l2 ( o < j < n ~  1).

Dette allora (Xo , Xi ,• • - , XK_j) le coordinate di punto in R", deponiamo 
l’elemento (4) nel punto (b0 , ò i r - •3„_1) di R In tal modo gli elementi 
di GF (p n) sono situati nei punti a coordinate intere dell’ipercubo di dimen
sione n , di centro l’origine, di assi gli assi delle coordinate e con spigolo di 
lunghezza p  — i.

Il seguente teorema consente di determinare il carattere quadratico 
degli element^ che sono situati sull’asse X2-, cioè degli elementi (4) della 
forma

b6 (b e Z , J b | < (J>—i)/2 , o < k < n —=-1).
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Teorema 3. Sia b e GF*(p) e sia 0 una radice in  G F (pn) del polinomio 
g n (x) ~  +  ai x n~l +  • • • +  irriducibile su G F (p). Allora

i se n e pari,
(b I p) se n è dispari.

(ii) x («)*) =  ' ,  « n i  pari,
i<k<n-i I (&\p) ( — an\P) se n e dispari.

Dim ostrazione, (i) U sando il teorem a 2, si ottiene:

X (b) -  ( n ( ^ ì j> )  =  ( n d \ p j  =  ( g  6 \ pj ,

dal m om ento che b =  b (mod p), ossia

y.V) = ( r \P)  =  (fi\P)H-

(ii) Poiché x è un omomorfismo dal gruppo moltiplicativo GF* (pn) 
su GF* (3), si ha

X ( ^ )  =  X(*) x(0)* =  (fi\P)H (N (8)1 p f  , I <  k <  «  -  i .

M a (cfr. S. L ang [5, p. 132]),

N (8) =  n  8*’ =  (— I)" a. ,

e pertanto

x (ÒQ*) =  {b \pr  ((—  i)B an\ f f  , I < k < n — 1.

Come conseguenza del teorem a 3, si può dire che, quando k è pari, 
il carattere quadratico sull’asse è il seguente: se n è pari, tu tti gli elementi 
dell’asse sono r.q.; invece, se n è dispari il carattere quadratico di bxk 
uguaglia quello di bì ossia dipende dalla scelta di b e cioè dalla posizione del 
punto bQ sull’asse X^: in questo caso, poiché b appartiene a GF*(/>), si 
ottiene una distribuzione in ( p — i)/2 r.q. e (jp— i)/2 r.n.q. quando si 
prescinda dal punto origine.

Se k è dispari, il carattere quadratico degli elementi bQk sull’asse X^ 
è il seguente: se n è pari> esso uguaglia quello del term ine noto an, m entre 
se n è dispari, esso uguaglia quello del prodotto —  ban . Q uest’ultimo risultato 
m ostra, fra l ’altro, l’im portanza di determ inare il coefficiente an nel polinomio 
irriducibile che dà origine all’estensione G F (pn) di G F (p).

' iSTel caso particolare n =  2, la distribuzione sugli assi dei r.q., indicata 
dal teorem a 3, dà luogo al lemma 1 di R. E. Giudici [3]: gli elementi del
l’asse Xo =  X sono sem pre r.q., m entre gli elementi dell’asse Xi =  Y risul
tano r.q. se p  =  3 (mod 4) e r.n.q. se p  =  1 (mod 4).
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Per n =  3, si ottiene il risultato seguente: gli elementi degli assi 
Xo =  X , X 2 =  Z hanno il medesimo carattere quadratico, che dipende dal 
simbolo di Legendre: x (p) == X (^62) =  (p \p)-

Sull’asse X i =  Y la situazione è più complessa, e dipende dal term ine 
costante del polinomio x 3 T  ^2 % "T ^3 irriducibile su G F (j>). L a situazione 
è o ttenuta specificando nei vari casi x (Æ0), che risulta essere:

—  (P\p)  se p — i (mod 12),

(Paz \p ) se p  == 5 (mod 12) ,

—  (P\p) se P =  7 (mod 12) ,

— (paz IP) se — 11 (mod 12) .

Il seguente teorem a caratterizza quando i r. q. risultano distribuiti 
sim m etricam ente rispetto all’origine.

Teorema 4. Sia  a e G F ( / ) .  Allora

( X (—  °0 se n e pari,

X(°0 =  ] X (— °0 se n è dispari e p  =  I (mod 4),

[ —  X (—  a) se n è dispari è p  =  3 (mod 4).

D im ostrazione. Poiché a =  (— 1) (—  a ) , z (a) =  x (—  1) x (—  a). 
U sando il teor. 2, si trova X (—  0  =  (N (—  1) |̂ >) =  ((—  \ f  \p). Pertanto, 
quando n è; pari, si ha sem pre sim m etria rispetto aH’origine; quando n è 
dispari, si ha sim m etria o antisim m etria rispetto aH’origine, a seconda del 
carattere quadratico di —  1 in G F  (p).

Il carattere quadratico dell’elemento —  1 si può anche determ inare 
in term ini di q =  p n, come indicato ad esempio in S. Bruno e G. Tallini 
[1, p. SS, Prop, i .x i i i ] .

Teorema 5. Sia  a e G F e siano a**, 1 <  k <  n — 1 i  coniugati
„ d*

di a. Allora x O O  =  *(«)•

D im o s t r a z io n e .

X ( d )  =  (N (cd) I p) =  (N (o c /V )  . i < k < n - i .

M a N (oc) € G F (p), quindi N (oc/ =  N (oc) (mod p), ossia

x(< /) =  (N (a) |A  = * ( « ) •

Il seguente corollario mostra che, se a =4= o, il carattere % (a) è radice 
(pn — 1) -  ma dell’unità.

COROLLARIO, y (oc) soddisfa airequazione •— X =  o .

D im o s tr a z io n e .  Dal teor. 5, x ( < / )  =  x 0=0> si deduce che y (oÇ”) =
m il

~ X ( a) > in virtù del corollario del teor. i. Pertanto x (a/  — X (a)*

X =
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Il teorem a 5 risulta utile per lo studio della distribuzione dei r.q. sugli n iper- 
piani fondamentali, ossia su quelli di equazione X- =  o (i =  o , I,- • • , n — 1), 
e sugli n ( n — 1) iperpiani diagonali, ossia su quelli di equazione X- ±  X y= .o  
( i j  > f , ./ =  o , 1 , • • • , —  0 * Tale studio trovasi effettuato, nel caso
n =  2, in R. E. Giudici [3, Teor. 2 e Teor. 4]. Per n — 3 l ’A utore ha 
trovato per altra via, utilizzando il teor. 5, che tanto  ciascun piano fon
dam entale quanto ciascun piano diagonale contiene (p 2 —  i)/2 elementi 
r.q. e (p2 i)j2 elementi n.r.q., ove si escluda l’origine.

L ’A utore esprime la propria gratitudine al prof. Beniamino Segre per 
la guida fornitagli nella stesura del presente lavoro ed al dott. P. V. Ceccherini 
per la revisione dell’italiano.
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