ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

REINALDO E. GIUDICI

Residui quadratici in un campo di Galois

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 52 (1972), n.4, p. 461-466.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1972_8_52_4_461_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1972_8_52_4_461_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1972.



[275] REINALDO E. GIUDICI, Residui quadratici in un campo di Galois 461

Algebra. — Residui quadratici in un campo di Galois . Nota
di RemvaLpo E. Giubpict presentata ¢ dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — The present paper deals with quadratic residues in a field GF (p"),
where p is an odd prime and # is a positive integer. Some particular results for 7 = 3 are
pointed out.

I. INTRODUZIONE

Nel presente lavoro si definiscono e si studiano i residus quadratici in
un campo di Galois di ordine p”, dove p ¢ un numero primo dispari ed 7z
& un intero positivo. Esso costituisce una generalizzazione del lavoro di
R. E. Giudici [3], ove vien trattato il caso 7 = 2. Si enunciano inoltre
alcuni risultati particolari. validi per » = 3.

2. IL CARATTERE y (o). TEOREMA DI EULERO

Sia GF (»") il campo di Galois estensione d’ordine 7 del campo fonda-
mentale di caratteristica p, GF (), con p numero primo maggiore o uguale a
3 ed 7 intero positivo. Allora, GF* (p") = GF (") — {0} risulta notoriamente
un gruppo moltiplicativo ciclico d’ordine p” — 1 (cfr. per esempio B. Segre
[6, p. 62]). Sia A, un generatore di GF*(p"), cio¢ un elemento tale che
GF* (" = {1,20,,22, -, 7\;’”_2} = [A,]. L’elemento } = 7\‘;”—1+pn_2+'“+p+1
risulta un generatore di GF”(p), ossia &, come si dice, una «radice primitiva
del numero primo p» invero ¥ '=1 e p—1 & il pill piccolo esponente
con questa proprietd, giacché A, genera GF*(p"). Cid premesso, detta g la
pitt piccola radice primitiva di p (com’¢ abituale in teoria dei numeri), sard
M =g con s tale che (s,p—1)=1.

DEFINIZIONE 1. Sia « € GF*(p"). Se la congruenza 72 = « (mod p)
ammette una soluzione 7n € GF(p"), si dird che « & un residuo quadratico
(r.q.) in GF*(p"). Se invece la congruenza anzidetta non ammette soluzione
in GF*(p"), si dird che « & un non residuo quadratico (n.r.q.) in GF*(p").

DEFINIZIONE 2. Se a € GF(p"), denotiamo con y () il carattere definito da
+ 1 se « & un rq. in GF*(p"),
x (@) = S — 1 se a & un nr.q. in GF*(p"),
; o se o« € GF"(p").

(*) Lavoro eseguito presso I’Universita di Roma, usufruendo di una borsa di studio
del Ministero degli Affari Esteri Italiano.
(**) Nella seduta dell’8 aprile 1972.
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I1 seguente teorema costituisce una generalizzazione del Teorema di Eulero.
TEOREMA 1. y(x) = @ 2 (mod p).

DIMOSTRAZIONE. Se o = o, il teorema & banalmente vero. Se a=Eo,
risulta « € GF*(p") =[),]. Pertanto o« = ¥, con o <t<p'—2, ed a &
un r.q. o un n.r.q. a seconda che # sia pari o dispari. Otteniamo allora

”_ n_ n—1, m—2 —
Oc(ﬁ n2 __ )\i(}’ ne__ (Aﬁ +£77 %+ +15+1)t(P vz _

= (g2, con (s,p—1)=r1.
Dato che g#=12 = — 1 (mod p) e che s risulta dispari, si ha o "2 —
= (— 1)’ (mod p), ossia % () = o« "2 (mod p), come asserito.

COROLLARIO.  Per ogni o, P €GF(p") si ha x(@B) = x (@) x(B), ossia
X 7isulta un morfismo fra i gruppoidi moltiplicativi di GF (p") e di GF (3).

3. DISTRIBUZIONE DEI RESIDUI QUADRATICI IN GF (")

Allo scopo di studiare la distribuzione degli elementi che sono r.q. in
GF ("), consideriamo GF (") come il campo di spezzamento di un polinomio

® 8.0 =&+ @t bt gzt ay,
irriducibile sopra GF (p) (cfr. ad esempio B. Segre [6, p. 66-67]).

OSSERVAZIONE. Risulta utile ed interessante determinare polinomi di
tipo semplificato rispetto alla forma generale (1), che permettano di costruire
le varie estensioni di GF(p). Cosi, per esempio, per l’estensione GF(#? si
pud usare (cfr. R. E. Giudici [3]) il polinomio &, (%) = 22— g, con g radice
primitiva di p. Invece, per GF (%) si hanno due casi da distinguere:

I) Casop = 1(mod 6). Si pud usare il polinomio &5 (%) = 28 —g,
con g radice primitiva di p. In effetti, il polinomio 23 — g risulta irriducibile
in GF(p), perché altrimenti esso ammetterebbe un fattore lineare x — a
con a € GF(p) e quindi con a = g*. Si avrebbe dunque 3 —g=(x—g°
(#2+---) (mod p), da cui, prendendo x =:g*, Trisulterebbe g3 —g=o0
(mod ), cio¢ g%¢ = g (mod p); ma allora, dato che ¢ & radice primitiva di p,
si otterrebbe 3 ¢ = 1 (mod p — 1) e quindi, essendo attualmente p = 1 (mod 6),
si giungerebbe all’assurdo 3e = 1 (mod 3).

. ' II) Caso p = 5(mod 6). E ben noto (cfr. H. Hasse [4, p. 171, 172])
che ogni elemento di GF(p) & attualmente un cubo perfetto, cosicché, per
costruire I'estensione GF (%), non si pud usare un polinomio del tipo 3 —a
con @ € GF(p). In questo caso & perd possibile assumere, come polinomio
irriducibile, un polinomio del tipo #3—3x—2%, in cui # soddisfi alla
relazione 2y = % + oL, dove %, & un generatore del campo GF (#? di norma
I e Ll & uno zero del polinomio 22— g che definisce GF (p%). Si noti che I'ele-
mento # pud assumere (p .+ 1)/3 valori. Questi risultati possono venire
ottenuti a partire da un teorema di L. E. Dickson [2, p. 2].
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Tornando al caso generale del polinomio (1), sia 6 € GF*(4") una qua-
lunque delle 7 radici dell’equazione g, (x) =o. Ne viene che GF(p") =
= GF(p) (6) e si pud porre

(2) GF(@") = {bo+ 6,0+ 6,02+ .-+ 4, ,0""|4,€ GF(p)}.

E ben noto che, se 0 & una radice di £, (%), le altre radici sono
9{’, 6"2,---, 07" (cfr. ad esempio B. Segre [6, 72]). Per questo motivo,
se a € GF(p"), gli elementi o, 0(152,' e o' si chiamano i contugati di «;
e si chiamerd norma di « Ielemento — manifestamente di GF (p) — definito

da
n—1 .
(3) N(w) = ,11 ol

I seguente teorema consente di esprimere il carattere y (), in funzione
del ben noto simbolo di Legendre (|p).

TEOREMA 2. y(x) = (N (a)|2).

DIMOSTRAZIONE.

@"-1)2 A+4+2%+ -+~ N\ (p—1)/2 n—1 4 (#—1)/2
x() =" = (a =« _
p=

= N @)™ =N @|2)

conformemente al Teorema di Eulero.

Per studiare la distribuzione dei r.q. di GF(p"), risulta utile rappre-
sentare l'insieme GF (") come un sottoinsieme dello spazio euclideo reale
di dimensione #,R", nel modo seguente. In primo luogo, conveniamo di
rappresentare gli elementi « di GF (»") = GF (p) (0) — anziché nella forma (2) —
nella forma canonica

4) w="bo+ b0+ 516",
con bieZ , |4 <(p—1)|2 (o<j<n—-1).
Dette allora (Xo, X1, -+, X,_1) le coordinate di punto in R*, deponiamo

Pelemento (4) nel punto (49,6, , - +6,—;) di R". In tal modo gli elementi
di GF (") sono situati nei punti a coordinate intere dell’ipercubo di dimen-
sione #, di centro l'origine, di assi gli assi delle coordinate e con spigolo di
lunghezza p —- 1.

Il seguente teorema consente di determinare il carattere quadratico

degli elementi che sono situati sull’asse X;, cio¢ degli elementi (4) della
forma

60°  (BeZ, |6l <(p—1)2, o<hk<n-—1).
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TEOREMA 3. Sia &€ GF* (p) e sia & una radice in GF (p") del polinomio
&n(x) = 2"+ ay x*~1 4 - - 4 a,, irriducibile su GF (p). Allora
. se n ¢ pari,
0 1o =1

(b|p) se n é dispari.

a,| p) se m e pari,
(ii) )éfk) ? ( lp)

1

se n ¢ dispari.
DIMOSTRAZIONE. (i) Usando il teorema 2, si ottiene:
n—1 . n—1
16 = N @19 = (IT#12) = ([T e15),

dal momento che &’ = b (mod p), ossia

x(©@) = ("p)=(|p).

(11) Poiché y & un omomorfismo dal gruppo moltiplicativo GF* (p")
su GF*(3), si ha

X (68 =% @) 70 =@l N®)|p)*, 1<k<n—1.

Ma (cfr. S. Lang [5, p. 132]),

n—1 .
N@®) =JI6" = (—10"a,,
7==()
e pertanto
1. (86%) = (6] )" (— 1)" a,| ), 1<Ak<n—1.

Come conseguenza del teorema 3, si pud dire che, quando % ¢ pari,
il carattere quadratico sull’asse X, & il seguente: se 7 ¢ pari, tutti gli elementi
dell'asse X, sono r.q.; invece, se # & dispari il carattere quadratico di dx*
uguaglia quello di 4, ossia dipende dalla scelta di 4 e cio¢ dalla p051210ne del
punto 66* sull'asse X,: in questo caso, poiché & appartiene a GF”(p), si
ottiene una distribuzione in (p —1)/2 r.q. e (p—1)/2 r.n.q. quando si
prescinda dal punto origine.

Se % ¢ dispari, il carattere quadratico degli elementi 40* sull’asse X,
& il seguente: se 7 ¢ pari, esso uguaglia quello del termine noto a,, mentre
se n ¢ dispari, esso uguaglia quello del prodotto — 4a, . Quest’ultimo risultato
mostra, fra I’altro, I'importanza di determinare il coefficiente @, nel polinomio
irriducibile che da origine all’estensione GF (") di GF ().

Nel caso particolare z = 2, la distribuzione sugli assi dei r.q., indicata
dal teorema 3, di luogo al lemma 1 di R. E. Giudici [3]: gli elementi del-
l'asse Xo = X sono sempre r.q., mentre gli elementi dell’asse X; = Y risul-
tano r.q. se p = 3 (mod 4) e r.n.q. se p = 1 (mod 4).
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Per n =3, si ottiene il risultato seguente: gli elementi degli assi
Xo = X, Xo = Z hanno il medesimo carattere quadratico, che dipende dal
simbolo di Legendre: ¥ (6) = ¥ (66% = (5] p).

Sull’asse X1 =Y la situazione ¢ piti complessa, e dipende dal termine
costante del polinomio 23 + a4 x + a3 irriducibile su GF (#). La situazione
¢ ottenuta specificando nei vari casi y (66), che risulta essere:

— (|2 se p=1 (mod 12),

(bas| p) se p =3 (mod 12),
—(¢|p se p =7 (mod 12),
— (baz| p) se p=11 (mod 12).

x(80) =

Il seguente teorema caratterizza quando i r.q. risultano distribuiti
simmetricamente rispetto all’origine.

TEOREMA 4. Sia o€ GF (p"). Allora

S Y (— ) se n é pari,
% () = x(— o) se n ¢ dispari ¢ p =1 (mod 4),

? —x(—a) se n é dispari e p = 3 (mod 4).
DIMOSTRAZIONE.  Poiché o« = (— 1) (— o), 7 () = x (— 1) ¥ (— o).

Usando il teor. 2, si trova y(—1) = (N (—1)|p) = ((— 1)"|p). Pertanto,
quando 7 ¢ pari, si ha sempre simmetria rispetto all’origine; quando 7 ¢&
dispari, si ha simmetria o antisimmetria rispetto all’origine, a seconda del
carattere quadratico di — 1 in GF (p).

Il carattere quadratico dell’elemento — 1 si pud anche determinare

in termini di ¢ = p", come indicato ad esempio in S. Bruno e G. Tallini
[1, p. 55, Prop. r.x1II].

TEOREMA 5. Sia a € GF*(p") ¢ siano oc”}é 1< k<n—1 7 coniugati
di a. Allora y (& )—— x, (o).

DIMOSTRAZIONE.
2 # 2
x(@)=N(@")[p) =N(@®"|p), 1<Ai<n—1.
Ma N (x) € GF (#), quindi N (@ = N (2) (mod p), ossia

1@ = N @) = %@,

Il seguente corollario mostra che, se a =k o0, il carattere y () & radice
(" — 1) — ma dell’unita.

COROLLARIO. ¥ («) soddisfa all'equazione X* — X = o.

DIMOSTRAZIONE. Dal teor. 5, y (2’ n) = y («), si deduce che X(ocj’") =
= y ()’ ", in virtt del corollario del teor. 1. Pertanto x (@) = ¥, ().
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Il teorema 5 risulta utile per lo studio della distribuzione dei r.q. sugli 7 Zper-

piani fondamentali, ossia su quelli di equazione X; =0 (f=o0,1,-++,2—1),
e sugli 7(n — 1) iperpiani diagonali, ossia su quelli di equazione X, + X;=o0
(G==j,7,7=o0,1,---,m—1). Tale studio trovasi effettuato, nel caso

n =2, in R. E. Giudici [3, Teor. 2 e Teor. 4]. Per = 3 I'Autore ha
trovato per altra via, utilizzando il teor. 5, che tanto ciascun piano fon-
damentale quanto ciascun piano diagonale contiene (p® — 1)/2 elementi
r.q. e (3" —1)/2 elementi n.r.q., ove si escluda l'origine.

L’Autore esprime la propria gratitudine al prof. Beniamino Segre per
la guida fornitagli nella stesura del presente lavoro ed al dott. P. V. Ceccherini
per la revisione dell’italiano.
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