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Matematica.

Sur ['inéquation dévolution de Navier-Stokes.
Nota I di Marco Birorr ), presentata “” dal Corrisp. L. AMERIO.

RIASSUNTO. — Si enunciano dei risultati concernenti il problema di Cauchy ed il pro-
blema della soluzione limitata o quasi periodica per la disequazione di Navier—Stokes.

§ 1. INTRODUCTION ET ENONCES

Soit Q un ouvert borné de R® et indiquons
V= {¢|pe(® @) dive =o}
1
H=(Q V=o®

Supposons que H soit doué de la norme | | et du produit scalaire ()
usuelles et que V soit doué de la norme || || usuelle sur Hg (Q).

Supposons, enfin, que V soit identifié avec un sous—espace de H; indi-
quons par V™ le dual de V, par (,) la dualité entre V et V¥, par || ||" la
norme duale sur V*.

Posons Vu ,v,weV

2

o= [ %@ @
Q
b(u,v,w) = ,2 u, (x) (x) w, (x) dx.
Considérons la formulation vectorielle de I’équation de Navier-Stokes:
(1,1) @, 0> +va @), v) +bwlt), u @), 0) =F @
v>0 , VveV pp. sur R.

G. Prouse [9], a traité pour 1'équation (1,1) le probléme de la SOlthlOIl
bornée et presque périodique et a demontré le resultat suivant:

THEOREME 1. — Swupposons que f(£) € £° (R ; H); Pégquation (1,1) a une
solution wu (£) bornée dans H et S*~bornée dans V.

(*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito usufruendo di
una borsa di studio del C.N.R. presso 'Universita di Parigi.
(**) Nella seduta del 12 febbraio 1972.
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Soit, maintenant, || f (z‘)h£ ®; H) ¢ (o, v) (ou o est la constante d’injection

de V dans H); /dquation (1,1) a wune wunique solution 1w (¢) telle que
Sup | ()| < ¢'(a,v). St, en plus, f(£) est presque périodigue dans H , u (f)

esz‘ presque périodique dans H et S'—presque périodique dams V.

Soit maintenant K un ensemble fermé convexe de V avec o € K; consi-
dérons la suivante inéquation d’évolution de Navier—Stokes

T

1) [ ©, 00— +raw®, 0O —uw) +

0
b, ut), 0O —u@)—(F @), 0O —u @] dt=o
Votyet(0,T;V) avee S2(@)e(0,T;H)
v()=o0 v(@eK pp. sur [0,T]
u@ e, T; V)N (0, T;H) «@eK pp. sur [0,T].
J. L. Lions a démontré le resultat suivant, concernant le probléme (1,2),
[8] pg. 395.
THEOREME 2. — Soit f(¢)€ 2,T; VY et suppons que Ihypothése
sutvante, concernante ['ensemble K, soit verifiée
(H) a(lw,v)+6(w,0,v)=0 VoeK , eV,
Le probleme (1,2) a une unique solution u (f).

J. L. Lions a posé, [8] pg. 426 11.5, la question de démontrer la these
du Théoréme 2 sans 'hypothese (H).

Le bat de ce travail est donner une réponse positive & la question
de J. L. Lions et examiner, pour I'inéquation d’évolution de Navier-Stokes,
le probléeme de la solution bornée et presque périodique.

Enonc¢ons les deux resultats, qui sont démontrés dans ce travail.

Considérons #,€ K", f(#)€<*(0,T; V") et le probléeme

(1,3) j‘<‘;§ @@= @) @ v =)+

0
+b<%(3),%(s),v(s>~—u(~v>>—<f(s)w(s)—u(%dsz
= {lo@—u@®f —|v(©@ —unl}, ¢€[o,T]
Ve e (0,T;V) avee % (ne(o,T;H)

v(#) €K pp. sur [0;T]

u@) e, T;V)nC@©,T;H) «@eK pp.

sur [0,T] , % (0)=1,.
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THEOREME 3. — Le probléme (1,3) a une unique solution u (f).

Remarque 1. — Le probleme (1,3) est une formulation plus forte que le
probleme (1,2) pour l'inéquation d’évolution de Navier—Stokes.
Considérons, maintenant, le probléme.

ty
»

) GO rO—w @)t @ o) — @) +

[

H ), u @), vt —u @) —(f &), v O —u@)| dt=
= A{lo@) —u@®) —|v@)—u@)|’}; #,keR
Vo (f)ehe R;V)  avec % (ech(R;H)

v()eK p.p.
u@)eh R;VINCR;H)  u@)eK pp.

THEOREME 4. — Soit f(£) € ° (R ; V) le probleme (1,4) a une sslution
bornée dans H et SP~bornée dans V.

Si |l f <I>”Q°°(R-V*) < (voc)2 le probléme (1,4) a une unique solution wu(t) bor-

née dans H et S'~bornée dans V, telle que Sup |2 ()| < (var). SZ, en plus,
R

f (&) est presque périodique dans N*, wu (f) est presque périodique dans H et
SP—presque périodigue dans V.

Remarque 2. — Dans le cas de 'équation de Navier-Stokes, K = V;
le Théoréme 4 améliore le Théoréme 1, puisque il permit de considérer f(¥)
bornée et presque périodique dans V* plutét que dans H.

Dans le § 2 on démontre le Théoréme 3, dans le § 3 on démontre
le Théoréme 4, dans le § 4 on donne un exemple d’application des Théo-
réemes 3, 4.

Le Théoréeme 3 est démontré par la méthode de pénalisation et on uti-
lise pour les passages & la limite des procédés semblables & ceux utilisés
par I’Auteur dans [5], [6].

Le Théoréme 4 est démontré par une méthode classique, [1], [7] et on

utilise, pour resoudre les difficultés techniques des passages & la limite, des
procédés semblables & ceux utilisés pour la démonstration du Théoréme 3.
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Nota — J’al été informé que le Théoréme 3 a été démontré dans le méme temps
indipendemment, par des méthodes differents, par H. Brézis, dans un travail pas encore
publié.



