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Analisi matematica. — Un 7eorema di singolarita eliminabili
per le soluzioni deboli delle equazioni lineari ellittiche. Nota di
RoBerTO INFANTINO ) presentata ¢ dal Socio C. M1RANDA.

SUMMARY. — Two theorems are proved on removable singularities for weak solutions
of a linear elliptic equation, which sharpen a result given earlier by the author, in the
particular case the singularities lie on the manifold #; =23 = =1, = 0 of R”.

In una Nota precedente [2] ho stabilito, come Corollario immediato di
un risultato pili generale, un Teorema di singolaritd eliminabili per le solu-
zioni deboli dell’equazione:

() 2 (—’'D (@D )=
l],171<m :

In questo lavoro, valendomi anche del risultato della Nota [2], riesco
a migliorare il risultato precedente nel caso particolare in cui la varietd
singolare & una porzione chiusa della varietd di R"xy = xp = -+ =z, = 0.

L’enunciato dei risultati ottenuti e il confronto con l’analogo risultato
del lavoro [2] si trovano nel n. I, mentre nel n. 2 si riportano le dimostrazioni.

1. NOTAZIONI E RISULTATI

Sia A un aperto limitato di R”. Se S ¢ un insieme chiuso e non vuoto
di misura nulla contenuto in A, per ogni x5 € A —S poniamo:

p (x0) = - dist (x9 , S)

[ixo) =AN{x:|xr—x| <px)}

Se = (41, **, %, ¢ una z—pla di interi non negativi poniamo:
el =wFure+ -t W@ = (esr, ) ),
Du‘:DZi...Dzn, dove Dx:..;ﬁ’ i:l,Z,"',?’l.
n 4 Xi
Posto:
% <]
Hoellp iy = Noelpn o (D ulyp = sup [D el

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per
PAnalisi Funzionale e le sue Applicazioni.
(**) Nella seduta dell’11 marzo 1972.

24. — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fasc. 3.
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denotiamo con I}, « reale e 1 < p < oo, lo spazio delle funzioni # tali che
p*u € 12 (A) con la norma:

2]y =10 2], 5-

Con W¢ (A), « reale, indichiamo lo spazio di Sobolev con peso, intro-
dotto da M. Troisi in [3], delle distribuzioni z su A tali che D" % € Liﬂul
con norma:

—my
n11 i
el gy = 24 10" #lo, e

Inoltre denotiamo con Hg (A) la chiusura di Cg°(A) rispetto alla norma:

7 E J]D“uﬁ dx

|| <m

1/2

[l2]]

m ==
Hy'(4)

Infine indichiamo con a («,v), (con @ (u,v) se non v’¢ luogo ad equi-
voci) la forma sesquilineare:

a(u,v), = >, Ja,-jDiuDjvdx,

2], 171<m

dove i coefficienti a,; sono funzioni complesse definite e misurabili in A.
Prima di enunciare i risultati di questo lavoro, premettiamo il seguente
Teorema, che si ricava tenendo presente il Teorema e le Osservazioni I e

III di [2].
TEOREMA 1. — Sza p. un numero reale ed f una funzione di classe LS,,,H(A).

Supponiamo che i coeficienti ay della forma sesquilineare a(u,v), siano di
classe LS,,,_,,~[_| 51 (A) e risults:

ID"v[;, <Co(la(e,v)| +of;_)  VeeHy I (x),

dove ¢y & una costante positiva che non dipende né da xo né da v.
Allora per ogni funzione u € Ly (A) tale che per ogni compatto TCA —S:

uweW”"(T) , a(u,v)=ff@dx Vv € Hy (T),
X

st ha u € Wiy, (A).

Passiamo ora ad enunciare il nostro primo risultato. Posto s = » — 4,
indichiamo con V), la varietd di R" ad /4 dimensioni x; =%y =-+-=x%, =0
e, per ogni » >0, denotiamo con G, la sfera {x:|x| <7}, con X, la semi-
sfera {x:|x| <7,x; =0} e con I', l'insieme {x:|x| <7,x; =o0}.

Assegnamo due numeri positivi » < R, e, posto:

S=V,nG,=V,nS, , SR=V,nGr=V,NZx,

denotiamo con xy € S, la proiezione su V, di ogni punto x € G,.
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Posto a,; (x) = a,; (%), facciamo le seguenti ipotesi:

@) Sia f€L2(Gr) e i coefficienti a,; della forma a (#, v)e, siano limi-

tati; inoltre risulti:
l2] = /] = m;

a; €C*(Gr), per
1;€CN @GRy,  per |s@G)| =] .
6) Risulti:
Re, 2t @ @U7ZA[L"  Vrela o VIER,

717

dove A & una costante positiva che non dipende da z e &.

¢) Per || = m riesca:

|a; (%) —a; (@) <ce*(®), con o<a<1

Vx € CR
e ¢ costante positiva che non dipende da x e da A

TEOREMA I1. — Séano soddisfatte le ipotesi a), b), ) e sia n>2 m %, con
hm  n—h
o

fim.

”n

tale che per ogni compatto T C Gr —S:
weW”(T) , a(u,v)=/f17dx Vv € Hy (T),

(2)
GR

<\ Allora per ogni funzione u€12(Gg), con o< inf (

kY3 /za u € VV (GR)
/]
h-+4m42A VA . d

OSSERVAZIONE I. — Detta 7, la parte intera di 2
A= (h+4am-+20*—8mh la condizione imposta ad o nell’enunciato

del Teorema pud scriversi:
2m+h<n<n,

(3) a<"" _om per
oc<7\—-}l—”i er n>ny+ 1.
4 P P 0
Invero:
n—=nh mh
—2m<AN——— =< n n,
7
dove:
=——~—}l"|"”m'|'2l—{—(——1)"————1/2A , i=1,2;

7.
? 2

inoltre, per gli indicati valori di 7 e per 42 < %}, risulta 7y < 2m + 2 < ng.

(1) Ovviamente tale ipotesi equivale a dire che la restrizione di @; a Sz & di classe

C"" (Gx).
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OsSERVAZIONE II. — L’ipotesi x € L2 (Gg) nel caso (3) ¢ soddisfatta, per
esempio, se z = O (p~¢=2=A+3) con § > o.

OssERVAZIONE III. — Dal Teorema I si ottiene, come Corollario, quando
si assuma p = —, un Teorema di singolaritd eliminabili per le soluzioni
u €L, (A). Ora il Teorema II fornisce un risultato dello stesso tipo, salvo
che alla condizione # € L%, (A) si sostituisce laltra u €12 (Gr), dove « ha
il valore indicato nell’enunciato.

Poiché si ha « > —m, il risultato del Teorema II migliora quello del
Teorema I, sempre che, naturalmente, si prescinda dalle ipotesi pitl restrittive
sulla forma @ (# , v) e sull'insieme singolare S, che nel Teorema II deve essere
una porzione chiusa della variety V.

Sia ora £ un aperto limitato di R” tale che:

I) risulti
ER cCQ , FR C Q-Q;
IT) 2Q —S sia una varietd ad #— 1 dimensioni di classe C'; inoltre
esista un intorno z—dimensionale U di 9Q — S tale che Iinsieme U N Q sia

dotato della proprieta di cono e si trovi «localmente da una stessa parte di
9Q — S,

Supponiamo che:

@) Sia f€L?(Q) e i coefficienti a; della forma @ (u,v)q siano di
classe L? (Q) N L™ (Zg); inoltre risulti:

a,.jec"(ﬁ) per |Z| =|j| =m;
a; €C Q) per |sG)| =]¢].
&) Risulti:

Re D a;(0)CTY=A|{™ VreQ e V{eR’,
lh171=m
dove A & una costante positiva indipendente da x e da {.
¢) Per |Z| = m riesca:
VreZp  |ay(x) —a; (®)] < e (2),
con 0 <A <1 e ¢ costante positiva che non dipende da x e da A.
Sussiste il seguente

TEOREMA 1II. - Siano soddisfatte le ipotesi 1), 1I), a'), &), ¢') e
sia n>2m -+ Ak, con /7'7m<7\. Allora, per ogni funzione nwell (Q), con

oc<inf(7\——~f%m—, ”;h ———2m>, tale che per ogni compatto T C Q—S:
(2) ueW"(T) a(u,v)=Jf5dx Vo € Hy (T),

Q
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Df u

—— =0 su dQ—S, k=o0,1, -,m—1,
E

dove v denota la normale interna a ¥Q —S, si ha ue W” (Q).

Anche per il Teorema III valgono le Osservazioni I e II, relative al
Teorema II. Per quanto riguarda il confronto del Teorema III con il Corol-
lario che trovasi in [2], si possono ripetere considerazioni analoghe a quelle
fatte per il Teorema II nell’Osservazione III. ‘

2. DIMOSTRAZIONE DEI TEOREMI II e III

Premettiamo il seguente

LEMMA. — Se 1< p <2,u€L}(Q), allora riesce:

welf(Q) Vp>aA—C=2.

Invero si ha per la diseguaglianza di Holder:

s 2/2 s 2(13—7\)17 @-»12
/|u|j’ppedx£(f|u[2 pzxdx> (jp 2—p dx)
o] el

8

e risulta:

2(A—B) s(z2—2)

Dimostriamo ora il Teorema II. Anzitutto per il Teorema I risulta
u € Wopm (Q).
Indichiamo con 7. una funzione di classe C* (R”) tale che:

L4 =o per p(x)<e,
() 7)(3)% =1 per p(¥) > 2c¢,
© D70 ()] < 55,

dove la costante ¢; dipende soltanto da Gg.
Dalla (2) si ottiene:

¢)) Z fa,-j D 2D’ (9. 0) dx=ffv;svdx Vo € Cy’ (Gr).
[2],17]<m
Gg

R

Posto:
i (u,v) = /ZzijD'uD’vdx,
l]:|71<m
GR

Z (47— ay) D' =/

li]<m
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ne viene:

®) a@,nev)—_—Ugmf];.Df(mv)derff@dx.
T Gy Gy

Posto ancora:

Av= 3 (—0'D @, D),

li],17]<m

integrando per parti a primo membro della (8), si ha:

©) fﬁmwwi

Gg

Jl=m

f,;. D’ (n. v) dx —i—ffv)—sz_z dx.
GR GR

Essendo # € Wy, (Gr), tenendo conto delle (5) e della (6), nonché del-
Pipotesi @) e del fatto che o« < 22—

— 2 m, si ottiene:
| (e 0)| < e, || (1 + o2,

|f} Dj ('7]3 z})l < Cﬂ{,-;m lD’ul (I + P_‘m):

. C 1 n—~h
dove ¢, ¢ una costante che dipende da v. Pertanto, poiché a < — —2m,
in forza del Lemma premesso, implica

o "uel'Gr) , " Y D'uel!Gg),

7| <m
¢ lecito il passaggio al limite per € — o0 nella (9). Ne viene:
r —_—
(10) f%Avdx:J 2 ij’vdx—I-ff@dx Vv € C5° (Gr).
8, &, l7<m 8,
Avendosi:

(11) il < el 2 o' |D°u| + 3 |Du||,
lo[=m [

o|<m

con 0 <A < I, osservato che:

€Wy, (Gr)=> XY, D°uell,, ,(Gr),
|o|<m

riesce f; € Li+m_;\ (Gr). Quindi, se ora ¢ « -7 <A, risulta ijL2 (Gg).
Allora per il Teorema 6.1 della Memoria [1] di S. Agmon segue D" % € L* (Gr)
per |y| =m e quindi » € W"(Gg).

Se invece o 4 7 > 2, ricordando che s =% —/, si ha

s 2S5 —
ﬂEL (GR) Vﬁ < s+2a+2m—22A ——p*

ed ¢ p*> o, perché, avendo supposto s> 2, risulta s 20 427 — 21> 0.
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Ne viene, per il Teorema di S. Agmon sopra richiamato,
D"« €17 (Ggr) Vpelt,p[ eper |y|=m.
Da cid segue per il Teorema di Sobolev: 7z € L? (Gr) Vg € [1, ¢*[, con

« 218
7= n(s+z2a+2m—2N)—2ms "’

\

e riesce ¢* > 2, in quanto per ipotesi & o + m <A + % .

Ora per la diseguaglianza di Hélder, « € LY (Ggr), con ¢ > 2, implica

well Vie O,M[-
29

Pertanto, essendo:

s(g—2) s(g¥—2) _ ms 8%
Y < 2(]* —"7“‘)\ oL m—-S

riesce anche: « € L? 5 (Gg).
Allora, tenendo conto del Teorema I, si ottiene:

D'uell 5(Gr) V|y|=m e V3e]o, .
Avendosi, poi, per lipotesi %m—< A

o

¥ da=r—Lom>nr—
7 Y/
[7”4*"

=N >o,

dove [i m} denota la parte intera di hTm, risulta:

A
DYuell,,._n(Gr) Y|y =m,

con N quantithd positiva che non dipende da «.
Iterando il ragionamento si ottiene la tesi del Teorema.

Dimostrazione del Teorema II1. — Per il Teorema contenuto in [2] risulta
% € Wpm (Q).

Indichiamo con Cy (Zr) la classe delle funzioni v € C® (Zg) che soddi-
sfano le condizioni al contorno:

P
D.,v=o0 su I'r er =0,1, -, m—1

1 p b )
=0 in un intorno di 9Xg — I'z.

Se 7. (x) ¢ una funzione di classe C (R”) che verifica le (5), (6) dalla
(2') si ottiene:

(7 > fa,.j D’'u D’ (1, v) dx=jfi;?; dr  VoeCP ().
lZ],171<m
R ER
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Dalla (7'), con lo stesso ragionamento tenuto per ricavare dalla @)
la (10), si trae:

(10") J.uAvdxzmg J/‘ji;Djvdx —l—ff?’)dx Vv eCy (ZgR).
J=sm
DY P pSH

A questo punto si procede con i ragionamenti che seguono la (10), appli-
cando il Teorema 6.2 del lavoro [1] e il Teorema contenuto in [2] invece
del Teorema I.
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