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Seduta dell’II marzo 1972

Presiede i/ Presidente BENIAMINO SEGRE

SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. Sz un Teorema di Nevanlinna. Nota di GIANNA
STEFANI, presentata ™ dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — A number of results are given, extending — in the form of Carlson and
Griffiths — an extension of R. Nevanlinna of a classical Picard Theorem.

1. — Il classico Teorema di Picard sulle trascendenti intere si pud enun-
ciare cosi: Sia f: C — P; un’applicazione olomorfa della retta numerica com-
plessa nella retta proiettiva complessa; se f(C) omette almeno tre punti di
Py allora f & costante; ovvero, f ¢ costante se la prima classe di Chern ¢; (D)
del divisore D omesso da # & maggiore dell’opposto della prima classe di
Chern ¢;(K) del fibrato canonico K di Py.

Sotto questa forma, il Teorema di Picard ¢ stato esteso [2] ad appli-
cazioni olomorfe f: C"—V dello spazio numerico complesso C" in una varietd
algebrica V proiettiva compatta non singolare, di dimensione complessa 7.

Ad esempio, in [2] J. Carlson e P. Griffiths hanno dimostrato che, se
¢ non degenere (ossia se lo jacobidno di f non & ovunque nullo) ed L -V
¢ un fibrato lineare olomorfo su V per cui ¢ (L) > ¢;(—K), allora f(C")
incontra ogni sezione olomorfa di L dotata di soli attraversamenti normali.

In[1] Nevanlinna ha dato, fra I’altro, una diversa estensione del Teorema
di Picard, riguardante funzioni meromorfe sul disco {|z|< 1} e soddisfa-
centi una certa condizione di crescenza per |z| —>1I.

In questa Nota ci proponiamo di estendere, nella forma di J. Carlson
e P. Griffiths, questo risultato di Nevanlinna ad applicazioni olomorfe
S:B =V di 'una sfera B={z€C"||[z]| <1} in una varieth algebrica V

(*) Nella seduta dell’t1 marzo 1972.
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soddisfacente le ipotesi prima specificate. Le tecniche usate sono quelle ormai
usuali in queste questioni.

Usando un’opportuna famiglia esaustiva di compatti di B, B[] (» > 1),
si definisce una funzione ordine T (L,7») (» > 1) tale che l'ordine di cre-
scenza di T per » —oco di informazioni sulla misura dell'immagine di B
mediante /. Ad esempio, se V = P, spazio proiettivo complesso di dimen-
sione 7, si ottiene la seguente generalizzazione del Teorema di Nevanlinna:

Condizione sufficiente affinché f (B) incontri almeno uno di n-- 2 iperpiani

. .. . . log » I
in posizione gemevica é che limsup —2— < g < — .
? & s oop TL,7) 27

Le dimostrazioni complete dei risultati qui enunciati troveranno posto
in un lavoro di prossima pubblicazione. Ringrazio il prof. P. A. Griffiths
che mi ha suggerito Iargomento di questa Nota @,

2. — a) Raccogliamo alcune notazioni che verranno spesso usate nel
seguito:
2 - 2
2] =lezj| per ogni 2= (g, --,2,) €C",
=
B={seC||z] <1},
B[t]:%zeB‘]]z“g =i ez,

o =dd’||z|f = ;’.n_ }j{ ds; A ds;
7~

w=9¢A-Ne ;5 =0,

kb V(;Ite
¢ =dd’ log | # |7,

W= A

% volte

=d’ log ||z]F A $n_1.

Si noti che ¢,=0, do=o0 e 6 =1 per ogni #>I.
aB[¢]

Considereremo funzioni olomorfe f:B —V con V varietd algebrica
proiettiva compatta, non singolare di dimensione complessa 7 (= dimg B).
Se ¢ ¢ una funzione, una forma differenziale o un insieme di V, con ¢, indi-
cheremo I'immagine inversa di ¢ mediante f.

(1) Lavoro eseguito mentre ’Autore usufruiva di una borsa di studio del C.N.R.
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6) Siano f: B —V un’applicazione olomorfa come in ); M —V un
fibrato lineare olomorfo su V e @ una forma di tipo (1, 1) che rappresenti
la prima classe di Chern ¢, (M) di M. Poniamo la seguente:

DEFINIZIONE. Si dice funzione ordine la funzione:

29—
tn3

(1) T(M’r):./(\./ wf/\%—l)m,:ldf-
1 Bl

Si provano facilmente i due Lemmi:

LEMMA 1. Sia o una 1-forma definita in B ,C*®; allora

2n—2
1in

/“A‘;’n—l:m_—z'/‘“/\%—l-

3B[z] 3B#]

LEMMA 2. Sia v wuna funzione C* in B; allora

¢ d
/dﬁAq)n_lz—;—l(Z*I)—azfnG.
3B[#] 3B[1]

Da questi Lemmi segue che la funzione ordine dipende solo dal fibrato
M, a meno di una funzione limitata.

OSSERVAZIONE. Se V = Pi, la funzione ordine di Nevanlinna si ottiene
dalla nostra con la sostituzione #= 1/(1 — p).

¢) Sia come sopra M —V un fibrato lineare olomorfo su V, sia D una
sua sezione olomorfa le cui singolaritd siano al pili attraversamenti normali
e sia K—V il fibrato canonico di V.
In [2] ¢ provato che, se ¢;(M) + ¢;(K)> 0, su V— D esiste una forma
volume, ¥, cioé una sezione C* di K®K positiva fuori di un insieme ana-
litico e tale che, indicando con Ric ¥ la forma di Ricci di ¥, si ha:

6 ¥ < RicY),
c) J(Ric‘l’)"<oo.

V—-D

S a) Ric¥ >o,
(2 (

Se Q & una forma volume C® su V, tale che Ric Q = ¢, (K), la forma ¥ si
definisce cosi:

Sia 3€I'(V, M) una sezione che definisce D, cosicché —dd° log |8 ]2 €cy(M).
Moltiplicando § per una costante opportuna si pud supporre | 3] <e, e posi-
tivo arbitrario. La forma ¥ soddisfacente le (2) ¢ allora data da

Q
R
@) (log [3°])° |3 °
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Poiché f ¢ applicazione olomorfa, conserva il bigrado delle forme differen-
ziali e quindi ¥, = &®, con § (=o0) funzione C* su B—D,. Indicando
con R il luogo degli zeri di ¥ si puod supporre che R, e D, non passino per
Porigine.

Considerando R;,D,, Ric¥, e dd°log £ come correnti, vale la rela-
zione:

4) dd‘log & = R,— D, 4 Ric ¥,.
Applicando questa alla forma ¢,_;, tenuto conto dei Lemmi 1 e 2 ed inte-

grando rispetto a d¢/[¢(¢— 1)], si ottiene

r

(5) &J log &0 = “J Y- 1) t(zdt f f‘l’ “1> z(z-r) +

»3B [7] 1 Rf [#] 1 Df[t]
4 t2n-—3
-l—f (f RIC‘Ff/\ cP;z--l) (Z—Sz‘;_—l dl‘—}— c,
1 B[7]

con ¢ costante. Posto:

w (7) =%flog2-c,

9B [7]
N. () = ds
1(7’ - q)n—l l‘— I)
1 Ren
i dz
KO = [(] ) 7
1 Dy
. . tzn—3
T,()= f(\J Ric ¥, A (Pn—].) (l‘——l)“—? t,
1 B[#]
la (5) si scrive:
(6) T, +N@)=p@ +ND,») +c.
Per la concavitd della funzione logaritmo
”) we) <2 tog [ 2na),
9B[r]

si provano poi le:

2n+1 r

1/,,. _ I 7 d 1/n

©) g% 0= 2 (T er £,
9B[7] B[r]

" __2n1dT(
©) [ero < =2 Sl

B[7]
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Da queste, con passaggi che omettiamo, si ha che, qualunque sia ¢ > o,

(10) Ti + N1 <N +2nlogr 4+ 7 (14 ¢) log Ty + ¢

fuori di un insieme I per cui { dr < co. Poiché N; > o dalla (10) segue poi:
1
. N log 7 log Ty ¢ 1.
(11) Ighmsup«.[—;ﬁ{—zn -t =5 —]——T;-

7 —> 00

3. — Sia L -+ V un fibrato lineare olomorfo di V e sia D un divisore
effettivo definito dalla sezione § di L.

Supponendo, come ¢ lecito, |8 |< 1, si definisce:

I
(12) m(D,r):flog —5 =0
8]
oB[7]
Se la sezione 3 non ha zeri » (D ,7) & una funzione limitata.
Con le notazioni dei numeri precedenti, avremo ancora

(13) NO,n+mD,n=TL,») +c.

In analogia con la definizione di Nevanlinna e quella di [2], si definisce il
«difetto» del divisore D con la

N(D,7)

(14) 8<D> :=1— lim Sup m‘

¥ —>00

Poiché N(D,») <T(L,»), per § (D) valgono le limitazioni 0 < 3 (D) < 1
ed inoltre (D) =1 se {D}N{/(B)} =2.

Siano ora Di,---,D, divisori del sistema lineare |L | tali che
%

D =2Dj€ |£L| abbia come singolaritd soltanto attraversamenti normali,
7=1

e sia & (L) 4+ ¢ (K)> 0. Dalla
(15) [£T(L,r) +T(K,»)] —2log ((T(L,»)+¢c) < Ty (r) < #T(L,») +T(K,7),
tenendo conto della (11), segue immediatamente il

TEOREMA 1. Sia f: B —>V olomorfa, M -V wun fibrato lineare olomorfo
tale che ¢;(M) + ¢1(K) >o0. Se la funzione ordine ¢ tale che

log »
(M,r) +T(K,»)—2log T(M)

lim sup T

7 —>00

o< i

ogni divisore, con soli attraversamenti normali, sezione olomorfa di M ha inter-
segsione non vuota con f (B).
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Se V=P, ed L ¢ il fibrato delle sezioni iperpiane di B, la condizione
key(L) 4 ¢1(K) >0 ¢& soddisfatta per £2>7 -+ 2 e dal Teorema 1 segue il

COROLLARIO. Sia f:B—P, un'applicazione olomorfa. Se lim sup “Tl(ig :) <
7 —> 00 ’

<a< % , allora f(B) incontra almeno uno di n+2 iperpiani in posizione
generale.

Si osservi che per » = 1 la condizione che qui interviene & meno forte
di quella di Nevanlinna.

4. — Dalle considerazioni precedenti, mediante un procedimento analogo
a quello di J.Carlson e P. Griffiths, si ottiene il seguente Teorema di difetto
per le applicazioni olomorfe f:B—V non degeneri.

TEOREMA 2. Siano V,f:B—V, ed LV come sopra, siano Dy ,- - -, D,
%

divisori olomorfi di L tali che D =Y, D;e [Lk] abbia come singolarita solo

. . r=1
attraversamenti novmali. Allora se

a) key(L) + (K) >o0,

. log » —
&) lmSUp e T TR, ) g T

O,

#
risulta D,8(D;) <1 per ogni [ per cui lcy L)+ a4X) >o.
=
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