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Cartografia. — Carta conforme con minime deformazioni areali. 
N o ta  I di F e r n a n d o  S a n s ò ,  p re s e n ta ta  n  dal Socio L. S o l a i n i .

SUMMARY. —  The problem we investigate concerns the choice, am ong conformal 
cartographic representations, of the one tha t causes as small areal deformations as possible.

To tha t aim, we define an index of the global areal deformation through a functional 
T  depending on the form of the cartographic representation.

Since conformal representations are realized by a couple of harm onic functions, one 
of which depends on the other, we introduce a suitable topological space E of harm onic 
functions. The problem now becomes the minim ization of the functional T  of the space E.

In  this paper a theorem of existence of the minim um of T on E is dem onstrated by  
means of classic variational techniques.

I. -  Posizione del problema.

Come è noto, uno dei grossi problem i della cartografia consiste nel fatto 
che la condizione di conform ità è incom patibile con quella di equivalenza, 
cosicché, per ogni carta conforme (u , A) (x , y)  si avrà un modulo di defor
m azione lineare

(1 .0
r

xl + y
2
u

r

e quindi un modulo di deformazione areale m2, variabile da punto a punto.
Scopo di questa ricerca è di dim ostrare che esiste una carta conforme 

che produce le m inori deform azioni d ’area possibili.
Definiamo come indice della deform azione totale d ’area della carta (x , y)  

su un campo 2  dell’ellissoide il seguente funzionale

(1.2) T  =  (m2 ~  i)2 da
2

l’elemento d ’area da sarà dato, ove si usino le coordinate isoterme (u , X), 
dalla formula

0-3)
I da =  r2 du dX

r ( 9) =  -----
( (1 — e2 sin2 9)

du <  p/r dcp .

Tenuto conto che una carta conforme è definita da una coppia di fun
zioni arm oniche x  (u , X), y  {u , X) e che la y  è individuata dalla x  a meno 
di una costante arb itraria, il problem a posto può essere così formulato: cer-

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1972.
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chiamo nello spazio delle funzioni armoniche su 2 , la m inim ante del fun
zionale

(M ) T(*) =  /
2 , 2 

X u +  X \ —. I r2 du dX

ove £ì è l’insieme del piano dei param etri (u , X) corrispondente alla porzione 2  
dell’ellissoide.

Per sem plicità prendiam o come O l’insieme aperto

(1.5) Q =  { o < ^ < U  ; o < X < A } .

Alcune considerazioni di sim m etria ci conducono ad im porre alle te s t-  
functions x  (u , X) la condizione al contorno

( 1.6) (o ,X ) o <  X <  A .

Tali osservazioni ci portano ad am bientare il problem a nello spazio 
lineare topologico E definito nel seguente modo

(1.7)
ir _  \ x  (u > X) ; A# (u , X) =  o in Q ) E =  < v

( x  (o , X) =  o o <  X <  A \

ove una base di intorni dello zero è data  da

I(°) =  {* : IM Io * =  Max |* ( « ,X ) !<<:,,}

; ± < X < A - - 1 |
(ï.8)

O vviam ente la nozione di limite in tale spazio sarà

(ï-9) #  - Il *  l k -> o \/n fissato.

Il nostro problem a può dunque essere enunciato come segue: cerchiamo 
il m inim o del funzionale T(x)  nello spazio E.

2. -  P rim a di passare al Teorem a di esistenza del minimo occorre studiare 
alcune caratteristiche del dominio di T  in E. L a prim a osservazione è che il 
funzionale T  non è lim itato in E; in particolare, tenuto conto che

(2.1) 

posto p  ■

a < r  (u) <  b o < u  < U

dx
du

dxq — , vale la disuguaglianza

æ 1J  ( / +  gzf  d û  +  ò2 ■ Q. >  T(x) >

> à 2 j  {p

Q

|2+  q2)2 d f ì —  2
11/2

( P + r r  d o  +  a2- a

(2.2)
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da cui si rileva che il dominio D di T  in E è l’intersezione insiemistica 
tra  E  e lo spazio di Sobolef H 1’4 :

(2.3) D =  E fi H 1’4 .

Più precisam ente indicherem o con D l’insieme E n H 1’4 come sottoin
sieme topologico di E, con D ' l’insieme E n H 1’4 come sottoinsieme topolo
gico di H 1’4.

Sem pre dalla (2.2) rileviam o che in ogni insieme lim itato di D ', T(x) 
si m antiene lim itato e viceversa. Premesso ciò, vale la seguente proprietà 
fondam entale: l’immersione di D ' in D è com pletam ente continua. Cioè, con
siderata una qualsiasi su c c e ss io n e ^ , lim itata in D ', da essa è sem pre possi
bile estrarre una sottosuccessione convergente in D ad un elemento jc di D. 

Infatti sia una successione lim itata in D ', ne segue che, posto

j. dx dx
£ ’n d û  ’ Q” dû  ’

(2-4) IIAIIL4 , lkJ IL4<  c

potrem o quindi estrarre da p ny supponiam o sia la p n stessa, una successione 
debolm ente convergente in L4 ad un elemento g.

(2-5) A . — - * .L

In particolare, ricordando che le p n essendo funzioni armoniche soddi
sfano il Teorem a della m edia

A . (Po) =  T  f  A  d S

(2-6) 8 i
Ss =  cerchio di centro P 0 e raggio 8 qualunque purché S$C t 2 

indicata con la funzione caratteristica di S8, avremo

(2 .7 )  Pn (Po) =  -.4 - <Xs8 ’ P n ) ----- > (Xs8 f f à S .

'Ss

Ne segue che p n è puntualm ente convergente in Q e che chiam ato 9 (P) 
il suo limite puntuale si ha

? ( P  o ) = ^ / ^ d S
*s8

da cui passando al limite per 8 -> o si trova

(2.8) <p (P) = g ( P )  =  lim A (P )  in Q-
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Vogliamo ora dim ostrare che una sottosuccessione di p n tende a ^ (P )  unifor
m em ente su ogni Q.I fissato.

Osserviamo che dalla (2.6), usando la disuguaglianza di Hôlder, si trova

(2 .9 )
t r 1/4

|AXPo)I<tM  iAi4ds! < c
4
Vs*

perciò, fissato Q/ e scelto § <  1 //, si trova che p n è equilim itata su Q ,. 
Inoltre, sem pre dalla (2.6), si ha

/  v , [areals*.—  S*')~l3/4(2.10) | A ( P ) _ A ( P 0 | <  1 ^ 8 .
a

• j ( j  I Pn I4 dSY  +  ( f  I Pn I4 cisj/4 J <  - -  [area (Ss -  S8) f 4

sr si s8 -  S8

pertanto, scegliendo P e P ; in O/ in modo che P P '<  pe opportuno, si potrà 
far sì che i due cerchi S5 ed Ss, di cèntri P e P ' e di egual raggio §, siano 
abbastanza vicini da aversi [area (S —  S ')]3/4 <  e. Ne segue che la succes
sione p n è equicontinua in Q/ fissato; potremo perciò da essa estrarre una 
successione p ln uniform em ente convergente su Q, ; da questa potrem o estrarre 
una successione p Ì+1 uniform em ente convergente su £}/+1 e così via.

La successione diagonale p nn sarà perciò una sottosuccessione di p nì uni
formemente convergente a g  su ogni tì/.

In  modo analogo si può agire per qn arrivando infine ad individuare 
una successione x n, contenuta nella x n iniziale, tale che

(2. h )

dXn
du ■ g

qn
dxn
d\ -> h

uniform em ente su ogni £lt fissato.

Ora, ricordando le proprietà della convergenza uniform e di una succes
sione di funzioni armoniche, avrem o anche,

dpn

(2.12)
~lfk > d\

d<7n dh
du du

quindi

(2-13)
1 • dxn 

™  —
dg
d\ '

Esisterà perciò una funzione x, definita a meno di una costante arbitraria, 
tale che

dx
du

dx
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Tale funzione x è arm onica in Q, infatti

(2.14) A * —
dg ah
dû +  Tx lim

n - >  0 0

^pn 
3  U

I Q̂n
• 3X

Vogliamo ora dim ostrare che si può scegliere la costante di x in modo 
tale che x n tenda uniform em ente ad x  su ogni O/ fisso.

A  tale scopo basta dim ostrare che x n converge almeno in un punto Po e O : 
infatti, supposto ciò, si può porre

(2-1.5) X (Po) =  lim x n (Po)
n —>- 0 0

e si avrà perciò, scelto ad arbitrio P in fissato,
p

(2.16) |* ( P ) — * „(P ) | < | x ( P „ ) - * K(Po)| +  J  \g  —  pn\ \du\ +

r

+  f  \h —  qH\ |dX| <  Ix(Po) — x„(Po) I +  U • Max \g  —  pn\ +
J  Q,
Po 1

+  A -M a x |A  —  qn | VP e
Ql

da cui si vede che xn (P) -> x (P) indipendentem ente da P in Ql fissato.
Per dim ostrare la validità della (2.15) sarà sufficiente provare che la 

successione num erica x n(Vf) è lim itata, in tal caso infatti si potrà tra rre  da 
essa una successione convergente.

A  tale scopo usiamo u n ’altra proprietà della media delle funzioni arm o
niche

(2-T7) *«(po) =  J x„ der
O

ove g è la circonferenza di centro P0 ■■= (u0 , X0) e di raggio S.
Ora, tenuto conto della condizione x n (o , X) =  o, la (2.17) può essere

riscritta come segue

Xo+8 u0 + Vsa — (À—X0)2
(2.18) * " (p 0) =  A  /  dX

X0-8

/ ' - ...1 Pn («'. >0 dU +J ]/82- ( X — X0)2 
0

À0+8C
+  —  [  dx2 TC f 

V-8

f  — 1 -■?»(«, X) -du .
1 y§2— (x—x0)2 

0

D alla (2.18), posto X =  X0 -f- 8/, utilizzando la disuguaglianza di H ôl
der, otteniam o, dopo alcuni passaggi
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ove

A = / ‘ _ Ü L
-1

Come si vede, ricordando che ||jbJ|L4 < C ,  la successione x n (P0) è lim i
ta ta  e quindi si può scegliere la costante arb itraria  di x (P) in modo tale che 
x n tenda uniform em ente ad x su ogni £ì; fisso. Se ora si può dim ostrare 
che x (o , X) =  o o <  X <  A, possiamo concludere che: 1) x t E ,  infatti sod
disfa tu tte  le condizioni (1.7); 2) x € D, come segue dalle note proprietà del 
limite debole, per cui essendo ||j>J|L4 , ||</J|L4 <  C si ha anche

B
-1

d t

dx
L4 =  Ili’IU < c

dx
Tx L4

=  I | A | U < C ;

3) * nella topologia di E, come segue da quanto sopra dim ostrato.
In altri term ini, se 3c (o , X) =  o o < X < A  è vero l’assunto che l’immersione 
di D ' in D è com pletam ente continua.

Per dim ostrare quest’ultim a proprietà possiamo usare la (2.19), da cui, 
passando al limite per n -> 00, otteniamo

(2.20) IX (Po) I <  —  r 1M [(A«o +  BS)3/4 +  (A^0 —  BS)3/4] .

Restringendo X nell’intervallo chiuso y  <  X <  A —  y  (l fissato), notiamo

che per u0 < — dovremo avere S < u 0, ad esempio 8 = —-, affinché a non 
esca dal campo tì; con tale sostituzione troviam o

(2.21) 1 (Po) I <  —  21/4 4 M [(a  +  -  B)3/4+  ( a  — -  Bj3M .

D a tale form ula concludiamo ovviam ente che

(2.22) lim x (P0) =  o
«o -> 0

uniform em ente rispetto a X in ogni intervallo del tipo y  £  X <: A — ÿ :
quindi la proprietà x (o , X) =  o sarà verificata su tu tto  l’intervallo aperto 
o <  X <  A. c.v.d.

3. -  Possiamo ora dim ostrare il seguente Teorema:
Indicato con T  =  inf. T  T  è anche un minimo, cioè esiste un 

x e D C E tale che T  =  T  (3c).
Notiam o subito che essendo T  ( ^ ) > o  sarà anche T  >  o. Come è noto 

il Teorem a si riduce a dim ostrare la sem icontinuità inferiore di. T(x) sul suo 
dominio D. Infatti, considerata una successione m inim ante x n tale che

Î  <  T  (xn) <  T  +  i In(3-0
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dalla (3.1) risulta che è lim itata in D ' e quindi si può trovare un x e D 
a cui tende in E una sottosuccessione x n di x n.

M a se T  (x) è semicontinuo inferiorm ente dovrà essere:

(3.2) T  (xn) —  T  (x) >  —  s Vn  >  N e

e quindi si avrà:

(3-3) T  <  T (x) <  T  (x„) +  s < T  +  i  +  s V w > N £

da cui si ricava infine

(34) T  =  T  (x).

Ci resta quindi da dim ostrare che se x n ^  x n >x e D  allora 

(3-5) T  ( x ) >  —  s .

A  tale scopo notiam o che, ponendo come di consueto:

dx dx 3Xn c>Xn
f i  ~  ~ d ü  f i  ~ ~  I x  f i n ~ ~  ~ d u  f i «  ~  “æ T  ’

(3-6) T  (xn) - T ( x )  =  f \ f  -  1) [ P l - P *  +  q \ - ? \  +

+ p i  P l - f - + i l 72]2l r? 
( :d Q >

> - ) V P l - P2 + 1- 7 2] d ü  =
Q

= * f r x - ) { P l - P2 + 1 d û  +
Q—Qj

+ - ) IPI - P2 + 1- q 2\ dQ =
Q /

= fi, (x„ . x) + l ’ x) -

Esam iniam o separatam ente i due addendi. U sando la diseguaglianza di 
Schwartz si ha:

(3-7) I fi, (xn , x)\2 <  4 j ' (  fi1 f f ' —  IJ  d û  • I  ( p l — p 2 +  q\ — q2f  dQ.
Q — Q — Q ̂

Poiché d ’altro canto \\xn ||r1 4 , \\x || 4 <  costante, ne segue a fortiori

J  (Pi — P* +  t l  —  72)2 dO  <  K  ,
Q — Qj

(3-8) costante opportuna.



I 02 \ q2 \ 2
Inoltre essendo y r 2 ------ ij  una funzione integrabile su tu tto  O, conside

rato che la m isura di Q — Q/ tende a zero per /  00, sarà:

(3.9) f a  f  j ^ 0 (/~ —  r f d f ì  =  o
Q —

da cui segue

(3.10) lim Y]/ (xn , x) — o uniform em ente rispetto ad n .
/—>00

Potrem o perciò trovare un L  per cui si abbia

(3.11) \rih (xn ,x)\  < e  i n .

Esam iniam o ora il secondo addendo cùL(xn , x): notiam o che dalla definizione 
di convergenza in E risulta che x n -> x  uniform em ente su Q l > ed essendo xn 
ed x  arm oniche in Q D  Q l si ha anche pn ~> p  , qn -> q uniform em ente in Q l • 

Ne consegue che le funzioni p  , p , ç  saranno equilim itate su Q l , 
cosicché si avrà in tale insieme
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(3-12) / 2 +  <?2 <  A / 2 +  ?2

A costante opportuna.

O ra essendo | ^  ---- - ij  una funzione integrabile su Ü e quindi anche

su Ql , per il Teorem a di Lebesgue sulla convergenza dom inata si può pas
sare al limite sotto il segno di integrale e si trova

(3-13) WL (xn ,*) =  o .
n~> oo

Si potrà quindi trovare un N s per cui sia

(3. Ï 4) I ^L (Xn ’ X) I <  £ V ^ > N £.

Dalle (3.6), (3.11) e (3.14) allora troviam o

(3 .15) T  (V) —  T ( x ) >  rÌL (xn , x) +  o L (xn , x ) >  —  2 s i n  >  N , 

che è quanto si voleva dim ostrare.

4. -  Concludiamo la ricerca facendo alcune osservazioni sulla soluzione 
del problem a.

Innanzitu tto  la soluzione del problem a così posto non è unica: infatti 
si vede subito che se x  è una soluzione, cioè T  (x) =  T , allora anche — x  
lo è, cioè T  (— x) =  T .

Inoltre si può facilmente vedere che se esiste una soluzione 'x (u , X) 
non sim m etrica rispetto al m eridiano centrale A/2, allora anche x r (u , X) =  
=  x  (u , A  —  X) =|= x  (u , X) è una soluzione, cioè T  (x) =  T  (V) =  T .
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D al punto di vista dell’utilizzazione della carta appare abbastanza ovvio 
che si possono ragionevolm ente in trodurre ulteriori condizioni sulla x: cioè

(4 - 0  x  (u , X ) >  o in Q

e inoltre che x  (u , X) sia pari rispetto a A/2 o equivalentem ente che

(4 -2) dx (U , X) 
9X ÂO

=  O

il che perm ette di estendere la soluzione nell’insieme

£2' =  {o < u <XJ ; — A < X < o }

ponendo per sim m etria x  (u ,—  X) =  x  (u , X).
Si può vedere facilm ente che, introdotto il sottoinsieme E0 degli ele

m enti di E che soddisfano alle (4.1) e (4.2) e tenuto conto che E 0 è un insieme 
chiuso nella topologia di E, esiste una m inim ante di T  (x) in E 0 . In altri te r
mini esiste una funzione che rende minimo T  (x) tra  tu tte  quelle che soddi
sfano le condizioni (1.7), (4.1) e (4.2).

Questo non significa ancora che la soluzione del problem a di minimo 
su E 0 sia unica; tale proprietà infatti andrebbe dim ostrata a parte.
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