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Meccanica. — Una decomposìzioue di uno spazio hilbertiano 
avente interesse e significato in Meccanica (*}. Nota di T u l l io  V a l e n t , 

presentata (**} dal Corrisp. G. G r i o l i .

Summary. — Let p be a measure on R  ̂ and let X be a bounded measurable subset 
of finite measure of R .

We denote by L^?(X , p) the Hilbert space of all R^-valued functions square-integrable 
on X with respect to p, where the scalar product is defined as the integral over X of the 
ordinary product of two vectors.

We show that L^«( X, p)  is the topological direct sum of two ortogonal subspaces, 
which have an evident mechanical meaning for n — 3.

We show then some consequences and applications of the preceding result.

Si considera lo spazio vettoriale su R , j f i n (X , p), delle funzioni (vetto
riali) a valori in K n e di quadrato  sommabile, rispetto ad una (arbitraria) 
m isura p, in un (arbitrario) insieme X limitato m isurabile di m isura finita 
di R ”, atteggiato a spazio di H ilbert definendo il prodotto scalare come 
l’integrale del prodotto scalare ordinario di due vettori.

Nella prim a parte della presente N ota si m ostra come questo spazio di 
H ilbert sia somma d iretta topologica di due sottospazi ortogonali i quali in ter
vengono in questioni connesse con l’integrazione di sistemi di equazioni 
lineari alle derivate parziali del tipo dell’Elasticità e, nel caso n — 3, hanno 
un evidente significato meccanico.

Successivamente si dim ostra una proprietà analoga per dei particolari 
sottospazi di (X , p), indicandone una possibile significativa applicazione.

I. Sia p una m isura nel reale euclideo ^-dim ensionale e X un insieme 
lim itato m isurabile di m isura finita di RL 

Sia x  =  (xt)  il punto generico di X.
Consideriamo lo spazio, chiaram ente hilbertiano, (X , p), delle fun

zioni vettoriali u =  f i )  a valori in K n di quadrato sommabile rispetto a p 
in X, con il prodotto scalare definito da

( » , » ) =  %  Vi  d(A ; u  , V  e LL (X , (x) (1).

L a norm a dell’elemento u € (X , p), è quindi

ü2 dp
1/2

(*) Lavoro eseguito nelhambito del Gruppo Nazionale per la Fisica Matematica e per 
le applicazioni della Matematica alla Fisica e alPIngegneria del C.N.R.

(**) Nella seduta del 12 febbraio 1972.
(1) È sottintesa la sommatoria da 1 a n per ogni indice ripetuto.



[ 14 1 ] T u llio  V alen t, Una decomposizione di uno spazio hilbertiano, ecc. 1 8 3

Indichiam o con cR il sottospazio d i - L RW(X,[x)  costituito dei vettori q 
definiti, per ogni x E X, nel modo seguente:

Q (.x) =  a -j~ B x ,

ove a è un arbitrario  vettore costante e B =  (B ^), i , j  == 1 , 2 , • • •, n una 
arb itraria  m atrice num erica di ordine n emisimmetrica; diciamo che tali vet
tori sono del tipo degli spostamenti rigidi infinitesinii.

Con ê (X , (jl) denotiam o l’insieme dei vettori e — (el) definiti in X e 
a valori in K n tali che

(1) j\.d[A  =  o , J ( e - xy — ejXi)  d(A =  o; « ' , /  =  i , 2 , • • • , »  ;
X X

* öd} 2poniam o quindi & =  (X , fx) n L R̂  (X  , fx) .
Diciamo che <§ (X , (x) è l’insieme dei vettori (a valori in R “) equilibrati 

in X rispetto alla misura fx.
L a ragione per cui usiamo tale terminologia è che, per n =  3, i vettori ç> 

e i vettori e si usano chiam are proprio co s ì(2).

LEMMA 1. <S(L  ̂ sottospazio lineare chiuso di L R̂  (X , (x).
Questo Lem m a è conseguenza del fatto che R è, palesemente, un sotto- 

spazio lineare di dimensione finita di L R̂  (X , fx); è noto, infatti, che, in uno 
spazio norm ato, ogni sottospazio lineare di dimensione finita è chiuso.

LEMMA 2. <S(L) è il complemento ortogonale di cR in LrW (X , (x), cioè <S(L * 
coincide con l’insieme dei vettori di L R*(X,.[x) ortogonali a cR.

Osserviamo innanzitutto  che oR ed è (L } sono (tra loro) ortogonali: infatti, 
presi a +  Bac e oR ed e e & , si ha, per l’emisimm etria di B,

(a +  Bac , e) J  a.-e.-dy. +  J  B,y x} d|j.

td£ Xj Cj X'i
2 d (x,

d ’onde (a +  Bx  , e) =  o, in base alle (1).
Dopodiché, per provare il Lem m a 2, basta verificare che ogni u di 

L 2Rn (X , fx) orotogonale a oR appartiene a <S(L

Sia allora (u , a -fi Bac) =  o per ogni a -f- Bac € cR. Ne segue

(2) Cfr. T. Valent, Qualche proprietà dei sistemi di vettori applicati. Possibili appli
cazioni alla teoria matematica delVelasticità, « Rend. Sem. Mat. », Padova 1967.
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qualunque siano le costanti aif nonché

B,y J  W - W  dp =  o
X

qualunque siano le costanti . 
Di conseguenza risulta

J u{ d(A =  O , J djjL

dunque u e <&(L \
Conseguenza dei Lem m i i e 2 è il seguente

T e o r e m a  i . L rW (X , p) è somma diretta topologica dei due suoi sotto
spazi ortogonali cü ed <S(L ) : L rW (X , p) =  $t © <S(l2).

Per il Teorem a appena dim ostrato, ogni vettore u € L R„ (X , p) si scrive 
in uno ed un solo modo come somma di un vettore o € 31 e di un vettore 

e è (L ):

(2) u  =  Q« +  e „'>

inoltre risulta

(3) Il Mll2 — \\qu\\2 +  ll«JI2>

essendo qu ed eu tra  loro ortogonali. Diciamo che eu è la parte equilibrata d i u.
Ne segue che tra tutti 1 vettori q d i cR , qu è quello che ha distanza minima 

da u (cioè quello che rende minimo

j («-of dfi)
X

e tra tutti 1 vettori d i & , eu è quello che ha distanza minima da u (3); in
altri term ini qu è la proiezione ortogonale di u su 31 ed eu è la proiezione 
ortogonale di u su &(L \

(3) Dal (2) e dal fatto che è ortogonale a si ha infatti

||M — ç>||2 =  Iqu +  =  ||(>M — ^||2 +. \\euf

qualunque sia q e §{, nonché

II" “  «II2 =  1!^ +  ® f  =  Ile*!!2 +  K  -  «il2

qualunque sia e e  d’onde
inf \\u — q \ \ = I u ~ quI
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Lo spazio quoziente

L r/* (X , t

è identificabile, algebricam ente e topologicamente, con <S(Ij2): infatti, detto [u] 
l’elemento di Lr^ (X , pt,)/sTl individuato da u , l’applicazione [w] ~>eu , ove eu
è la parte equilibrata di u, è un isomorfismo di (X , (ji)/cR su <S(l2) e inoltre 
risulta

Il Mil = inf llw + pH = II -
Q € cR

2. Sia v un vettore definito in X e a valori in R” tale che v2 = 1  quasi 
ovunque in X (r appartiene senz’altro a L2 „ (X , ;j.)) e consideriamo il sotto
spazio P v di L rK (X , p) così definito:

P „ = { ? r : ? € L 2R ( X , p ) } .

È  im m ediato verificare che P,, è un sottospazio completo di L R„ (X , p): 
basta tener presente che la norm a di qv in L L  (X , p) è uguale alla norm a 
di q in L2R( X , p ) .

Indichiam o con ) l’insieme dei vettori equilibrati su X (rispetto alla 
m isura p) che appartengono a P„ e con &v l’insieme dei vettori (di P,.) del 
tipo p,. v,. v con q =  (p2) e 3t:

> =  {qv : qv 6 <S(L

: Q 6 &}•

cRv è un sottospazio lineare di P,, di dimensione finita, epperò è chiuso 
in Fv .

Il complemento ortogonale di &v in P,, è K. per convincersene si 
osservi che

(p , - v» v . qv) =  (9 > qv)
e si ricordi il Lem m a 2.

Di conseguenza sussiste il

Voglio, infine, indicare u n ’applicazione del Teorem a 2 avente un chiaro 
significato meccanico, la quale mi sarà utile in un successivo lavoro.

Sia 2 una superficie di R 3 lim itata, di area finita (secondo Lebesgue), 
che am m ette quasi ovunque (cioè tranne in un sottoinsieme di 2  di m isura 
superficiale nulla) il piano tangente.

Il Teorem a 2 sussiste — evidentem ente — se si identificano X con 2 , 
[x con una m isura che induce su 2 la m isura superficiale di Lebesgue e v 
con il versore N della norm ale orientata a 2 .
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Di conseguenza si ha, tra  l’altro, che se un vettore u a valori in R 3 defi
nito su Ti e ivi d i quadrato sommabile (rispetto alla m isura superficiale di 
Lebesgue) verifica la

j qN- u{ dH =  o 
s

in corrispondenza di ogni vettore qN equilibrato su S e ivi di quadrato som
mabile, allora esiste un vettore q del tipo degli spostamenti rigidi infinitesimi 
tale da aversi

% N , =  p , N ,

quasi ovunque su S.


