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Analisi matematica. —- Esistenza ed unicità delle soluzioni del 
problema esterno di D iricklet per le equazioni ellittiche (,). Nota I di 
S i l v a n o  M a t a r a s s o ,  presenta ta0  dal Socio C. M i r a n d a .

Summary. — We give notice of an existence Theorem and prove a new unicity 
Theorem for the problem in the title.

In un lavoro in corso di stampa in « Ricerche di Matematica », 21 , ho 
dimostrato alcuni Teoremi di esistenza delle soluzioni del problema esterno 
di Dirichlet per un’equazione ellittica di ordine superiore a coefficienti reali, 
indicando anche talune condizioni sotto le quali vale il Teorema di unicità.

In questa Nota dò notizia, con qualche perfezionamento, di uno dei 
risultati di [3] e approfondisco poi la questione dell’unicità enunciando e 
dimostrando un nuovo Teorema in proposito.

In una Nota successiva dallo stesso titolo, dopo aver dato alcuni esempi, 
dimostrerò un Teorema di alternativa e un altro Teorema relativo all’esistenza 
e unicità di soluzioni aventi un assegnato comportamento polinomiale all’in
finito.

i. N o t a z io n i ed  ip o t e s i (1).

Sia Q un aperto di Sw, complementare di un dominio limitato di 
classe A (Ä) con h da precisarsi in seguito.

Posta l’origine nel complementare di O, con | x | indicheremo la distanza 
di x  =  (x1 , • • •, xn) dall’origine e con Hr la sfera di centro l’origine e raggio R; 
supporremo R >  Ro ove 2 Ro è il diametro del complementare di O. 

Assegnamo la forma bilineare a coefficienti reali

0,m Ç

(I. i)  B [< P ,Ç ]=  2  (— O1“1 / « *  (**)D “<pDpç d * ,  <peC0°°(O).
q

Supporremo che gli aaß con | oc j =  | ß | =  m, siano continui in O e con
vergenti all’infinito; inoltre

(. .2) =  , . |  +  | p | < 2 „

con 7}aß > 0 ,  o <  y <  i . Porremo v)* =  min 7}aß .

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nelPambito del Gruppo Nazionale per 
l’Analisi Funzionale e le sue Applicazioni.

(**) Nella seduta del 12 febbraio 1972.
(1) Per tutte le notazioni non esplicitamente definite, ci riferiamo a [6].
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(!-3);

Si abbia inoltre per valori di p  che saranno in seguito precisati

1

'M i;

aaß ■
e C Ww 1 a 1>  O

e C1+i> M =  O

ç q|3|+^
IPI >  O

e C 1+i> Ißl =  O

La forma B sarà supposta uniformemente ellittica in O; e cioè posto 

2  (x ) =  (x) , I (Ji I =  2 ma+ß = pt

si ha

Z e1 > o
I ÌJt-i =  2m

ove ? =  (h  , • • •, Q  e 11 12 =  d--------b £  ■
Supporremo poi che:

A) esiste un numero reale 0 tale che si abbia V<p e C“  (Q) 

(1 4 ) f \x \~ 2m\ 2 dx  +  2  /  (D“cp)2 dx <  c2 (— i )” B [cp , cp],
l a i  — m J

con c2 indipendente dal diametro del supporto di 9.
Assegnamo su 30  le funzioni ^  di classe CT“1”*’1"' (dû), o <  i <  m — 1,

[1 >  e poniamo

m — 1
= Z max I 4'/* =  0 dQ

m — 1

m — 1
Q>tn- 1 =  2  maX 

*=0 SQ
:L-

dsm  —  l  — i

= Z*=o

ove V*
9Q

indica il coefficiente di Hôlder di esponente [x, su 30 , della

funzione indicata in parentesi. 
Poniamò ancora

F [?,/]= Z (• O'* A l S o d x ,(1-5) V.ç-6 Co° (Û)
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con f a misurabile in £2 e soddisfacente la condizione

(1.6) /a (* )  =  0 ( | * | Xn) ,  [ocI < m

ove

=  min I 0 ( I aI —  ni) —  —  a , m  (0 —  ï )  +  Y (j a | — m ----- |n i ------- V0 <  i

I =  I a I —  Qm    —  a ,n v e >  i,

con a numero positivo fissato. Porremo poi

=  ( S  f  A \* |29(MHa|)d^)1/2. v e < i

H

Q

Sia inoltre
C (x , r) =  Q, n  r (x , r ) , 

essendo T (oc , r) la sfera di centro x  e raggio r  e poniamo

A (x , 7]) =  C (x , kr\ I x  |r ) .

In queste posizioni si intende che k ed y) siano due numeri reali positivi, 
con k fissato >  2 ed 73 <  ^e, essendo 7]e dipendente da s , k e dai moduli 
di continuità degli aaß con | a | =  |ß | =  m, con modalità per le quali riman
diamo a [2].

Indicheremo con H{oc (£2) lo spazio delle u le cui derivate fino all’ordine .f 
siano di quadrato integrabile su ogni compatto contenuto in Q, e indicheremo 
con HÌÓcV (£2) lo spazio delle u e Hîoc (£2), per cui qualunque sia il compatto 
D C £2 si ha

Ci proponiamo di studiare il problema di Dirichlet in £2 consistente 
nel ricercare una funzione u che soddisfi le equazioni:

Vcp e Co° (£2)

( i -7)
o <  i  <  m —- i

e una condizione all’infinito che sarà in seguito precisata; con n si è indicata 
la normale esterna a £2.
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2. T eorema di esistenza

In questo numero ci proponiamo di migliorare il Teorema di esistenza 
per il problema di Dirichlet in Q stabilito nel n. 2 di [3].

Posto per k <  m e £ reale

(0 , l , Q) =  I S  J (D*«')2 I x  |2ê -“>+205 dxj 12
*a'

U (0> (0 , o , O )  =  U (0) (0 , 0 ) , U (w) (O) =  U (w) (o , o , O ),

si ha per un risultato di M. Troisi (2) (vedi il Lemma 1.4 di [7]):

(2 .1) u w(0, l , O) <  Ki {(U(w)(0, \ , O ) f m (U(O)(0, 1 , 0))1~w")+ U (#,(0, 1 , O)} <

< K 2 { U (w)(0 , ^ ,  O ) + U (O)(0 , ^ ,  O)} ,  0 < i

(2.2) U (i)( i , «  (i -  0) , O) ^  K { U w ( i , w  (1 -  0) ,  0 ) +  U (O,(0 , Ü )} , 0 >  i.

Nel seguito porremo anche

(0 , O) =  U (M) (O) +  U (0> (0 , O ).

Sussiste il Teorema:
TEOREMA 2.1. Supposto Q d i classe e che, oltre alle ipotesi del

n. i ,  g li  aaß verifichino la (1.3)  ̂ e (1.3)^ con p > ~ ,  se g li f a verificano la (1.6), 
la form a  B, la (1.4) ed s0 è un numero positivo abbastanza piccolo, esiste una 
soluzione del problema d i D irichlet in  Q, nella classe delle funzion i u e Hî^2v (O) 
con v =  p. +  — —  i , ta li che

(2.3) D c‘u =  0 ( \x \m9- Yi]al+nl2)) , I aI < m  —  i

(2.4) (A (pc , yjs)) =  O ( p | ’',e-Y<” ~1+!i+',/2)) , Vs <  s0

(2.5) ^  (0 , O) =  O (H ( / ,  O) +  %  +  <tw_ u ) .

Cominciamo con lo studiare il caso 0 <  1 e osserviamo che, in tal caso, 
resistenza di una soluzione soddisfacente la (2.3) e la (2.4) è già stata dimo-

(2) Con i simboli adottati da M. Troisi, il Lemma 1.4 viene applicato assumendo 
a =  o e p (x) =  h \ x \Q nel caso 0 <  1, mentre nel caso 0 >  1 si assume oc =  m  (1 — 0) 
e p (x) =  h I x  I , con h <  h0 ove h0 è un fissato numero dipendente da fi e 0.
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strata in [3]. Al fine di stabilire che tale u verifica anche la (2.5) ricordiamo 
che, per dimostrare resistenza di una u verificante il problema e soddisfa
cente (2.3) e (2.4), viene innanzitutto costruita una funzione x avente il 
supporto in un intorno di 0Ü, soddisfacente le condizioni al contorno e veri
ficante le limitazioni:

(2.6) D a x =  O (<I>o +  <E>m_i) , j a J < m — 1

(2.7) D X "  .O ((^0 H~ d  ̂ 1 (x)) , I OC I = m

con d (x) =  dist. (oc , 3Q).
Per la costruzione della x soddisfacente alle limitazioni indicate per 

—  i, si veda A. Canfora [1 ]; la limitazione di D ax con |oc| — m, è 
stata stabilita da C. Miranda [4], nel caso n = . 2 , con un procedimento che 
è però valido anche nel caso di n qualunque.

La u è allora ottenuta come limite di una successione {u n +  x} uniforme- 
mente convergente sui compatti contenuti in Ü, insieme alle successioni 
{ D a un +  D a x } , j oc I < m — i, mentre per |a | = m ì { D “ -fi D a x } con
verge debolmente, su ogni compatto contenuto in O, a D au.

Le un sono di classe H ^(Q J n  (O) e ognuna di esse soddisfa l’equa
zione:

B [? ,« .]  =  F[<pJ/ ]  — B [9 ,x],  Vqs e Co° (Q„).

L ’esistenza di tali un è assicurata dai risultati®  di C. Miranda [4]. 
Dimostriamo ora la (2.5). Poiché « , e H “ (ÙJ si ha:

B \u„ , u„] — F [«, , / ]  —  B [u„ , x ] ,

e di qui valendosi della (1.4) si trae

(*4 m) (0 , û ))2 <  Kl 2  f  l/ccl \D «u „ \d x  +  Kz  (Oo +  ( 6 , 0 ) ;
!a <m I 

Q

da cui, valendosi della (2.1), si ricava facilmente:

^  (6 , O) <  K (H ( / ,  O) +  «Do +  <&*_!,„).

L a qui l’asserto poiché K non dipende da n.
Il caso 0 >  i non è stato esplicitamente considerato in [3]; si può però 

osservare che, nella dimostrazione del Teorema di esistenza prima richiamato, 
l’ipotesi 0 <  i interviene unicamente per potere utilizzare la (2.1). Il ragiona
mento svolto conserva però la sua validità anche per 0 >  1 facendo suben
trare! la (2.2) al posto della (2.1). 3

(3) Si veda in proposito il n. 2 di [3].
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3. T eorem a d i  u n ic ità

In questo numero dimostreremo il seguente Teorema:

TEOREMA 3.1. Sotto le ipotesi del Teorema 2.1, nella classe delle funzion i 
u£. HZc (ß ), soluzioni delle '(1.7), soddisfacenti la condizione

(3-0 lira I tfl I x  I 2p dx  =  o ,
R -» + OÛ J

fì2R-QR

con 2 p' =  min {2 m , 2 wy +  y/]*}, maggiorazione (2.5).
Introduciamo la funzione (/) di classe Ĉ ° ([o , +  oo[)

e poniamo con p <  R

=
o <  t <  i 
2 <  t

R - -2 p +  \x\

È evidente che tale Ç (x) soddisfa le condizioni

(3-2)
( =

X  I <  p  
A' I >  R .

Consideriamo ora un numero R >  Ro e supponiamo

R <  p <  R <  2 R .

Si ha allora

(3 -3 ) D*Ç =  0
( R - p ) \k\

Supponendo in un primo momento che la u abbia i dati di Dirichlet nulli 
su 30 , si ha

B [uX., « q  =  B [uXt, u\ +  O (?)

con

5 = S  J  1 ^ 1  i o 01'« D ß'u D ° q  | D Tq  dx

ove la sommatoria è estesa a tutti gli oc, ß , <7, t  , oc', ß' tali che o < | a | - f - | ß | < 2 m ,  
I ar I +  j erI =j I oc| , | ß' | +  | t |  =  | ß | , | a' | +  | ß' | <  | a| +  | ß | .

Poniamo ancora E, =■ ove e sono due sommatorie analoghe
a quella che definisce E, ma estesa, la prima agli oc e ß per i quali j oc j =  ] ß [ =  m, 
la seconda agli oc e ß per cui j oc | T | ß| <  2 m. Si ha allora, tenendo presente
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la (3.2), la (3.3) e la (2.1):

(3.4) r < K £  / | D “'« |  |D ß' U
R1 R1Kl

(R— p)1“1 (R -p ) |T|
[la' | - w I _ 113' I —» dx  <C

/ p \2m t
< K (-R— j {[U w COR - O p)] [ U ® ( i ) û r - ô p)]1'" + [U (0î( i , Û r ~ û p)]2}.-  \ R —p )

Analogamente valendosi anche della (1.2):

(3-5) T < K R - p

2 m ,
\X\

1 Y(|a' I —m) —
2 I Dœ m I • I |* Ydß'I-»*)--

I Dß u\ dx  <

2m-l
^ k ( r — ) " j [ U (’") ( Û R - O p ) ]  2" ^ ( ï . - f û K - O ,  

+ [u<0) (y  , —  ~  , 0 R —- O p

1/m

+

Si ha poi utilizzando la (1.4):

(—  i)m cz B [uZ , < ] >  S  f  (Da (u'Qjf dx +  f u 2 Z2 M - 2*6 dx ,
|a| =m J J

Qr Qr

da cui tenendo ancora conto delle (3.2), (3.3) e (2.1):

(3-6) (—  i f  ca B [uZ , uZ] >  U (M) (0 , Op) -

/ T? \2ra 2m—l
—  K ( r = ^ )  {[UW(O r— Op)] *" [U(0)(l , O r Op)]1/m-f-[U(0)(I , Or — Op)]2} .

Ed ancora utilizzando la (2.1) se 0 <  1 e la (2.2) se 0 >  1:

(3-7) (—  I r  B [uZ2, u] <  ^  (0 , Or) H ( / ,  Or) .
R - P ,

Facciamo ora la seguente posizione:

a,(T) =  (^ -> (0 ,Q r))a'

K + ) =  [H ( / ,  Ot)]2 +  [U (0)( i , Ox —  O r ) ] 2 +  j u <0)(y , — , Ox —  Oì

si ha dunque, tenendo presente (3,4), (3-5), (3-6). (3-7):

1 2m — l

(3.8) p) (R — p fm <  Ki R2w <J)(R) +  K2 (R )]*” [ w ( R ) f ^  R2m.

In base ad un noto Lemma di crescenza (vedi C. Miranda [5]):

1 2 m —

w ( p )  (2R — p )*" <  Kl (2R)2m <J, (ZK) +  K2 (2 R)2”* [ÿ (2R )]^  [w(p)]“5"r
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Di conseguenza, ponendo p =  R, si ottiene:

w  (R) <  K<]i (2 R) ,

da cui facendo divergere R si ottiene l’asserto.
Passando ora al caso in cui u ha i dati di Dirichlet non nulli su a£2, si 

può osservare che, costruita una funzione %, a supporto compatto in £2, e 
con i dati di Dirichlet su 3Ü eguali a quelli di u (vedi C. Miranda [4]) la 
quale verifichi le limitazioni (2.6) e (2.7), posto u1 =  u — x> tale u x ha i 
dati di Dirichlet nulli su 3£2 e verifica l ’equazione:

B [ ? , « i ]  =  F [ « p , / ]  —  B[<p,z ] .

Tenendo conto delle (2.6) e (2.7), e valendosi del risultato stabilito nel 
caso precedente, si ottiene facilmente la (2.5), prima per la ux e poi per la u.

Nella dimostrazione del Teorema 3.1 è contenuta la dimostrazione del 
seguente Lemma:

Lemma 3.1. Nelle ipotesi del Teorema 3.1, nella classe delle u e H “c (Û) 
soluzioni delle (1.7) m  fi, verificanti la condizione

(3-9) sup J  u* I x  |~ 2p’ àx  <  T2,

2̂R~̂ R

con 2 p ' =  min {2 m  , 2 m y f i  yr f  }, si ha :

(3.10) ^ (w)(6 ,  £2) =  O (H ( / ,  £2) +  «Do +  +  T) .

Si ha poi il Teorema:

TEOREMA 3.2. Nelle ipotesi del Teorema 2.1 , se 0 <  1 e 2 md <  2 y7)*,
si ha esistenza ed unicità per i l  problema (1.7), nella classe delle u e H^c (O). 
verificanti la (3.9). La soluzione è d i classe H ^ 2v(Q) con v =  ~  —  1.

Infatti per la soluzione di cui al Teorema 2.1, la (3.9) è conseguenza 
della (2.5), rpentre l’unicità discende dal Teorema 3.1 e dal Lemma 3.1 
perché ogni soluzione verificante la (3.9) verifica la (3.1) in conseguenza 
della (3.10).
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