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Analisi matematica. — Esistenza ed unicita delle soluzioni del
problema esterno di Dirichlet per le equazioni ellittiche ®. Nota 1 di
SiLvaNo Mararasso, presentata @ dal Socio C. MIRANDA.

SUMMARY. — We give notice of an existence Theorem and prove a new unicity
Theorem for the problem in the title.

In un lavoro in corso di stampa in « Ricerche di Matematica », 21, ho
dimostrato alcuni Teoremi di esistenza delle soluzioni del problema esterno
di Dirichlet per un’equazione ellittica di ordine superiore a coefficienti reali,
indicando anche talune condizioni sotto le quali vale il Teorema di unicita.

In questa Nota do notizia, con qualche perfezionamento, di uno dei
risultati di [3] e approfondisco poi la questione dell’unicitd enunciando e
dimostrando un nuovo Teorema in proposito.

In una Nota successiva dallo stesso titolo, dopo aver dato alcuni esempi,
dimostrero un Teorema di alternativa e un altro Teorema relativo all’esistenza
e unicita di soluzioni aventi un assegnato comportamento polinomiale all’in-
finito.

1. NOTAZIONI ED IPOTESI 1.

Sia Q un aperto di S,, complementare di un dominio limitato di
classe A” con % da precisarsi in seguito.

Posta 'origine nel complementare di Q, con || indicheremo la distanza
di ¥ = (21, -+, x,) dall’origine e con Zg la sfera di centro I'origine e raggio R;
supporremo R > Ro ove 2 Rg ¢ il diametro del complementare di Q.

Assegnamo la forma bilineare a coefficienti reali

0,m r
() Ble,el= 2 (— 0" [ @D Dipdr, ¢ eCT(Q).
e Q
Supporremo che gli a,s con || = |B| = m, siano continui in Q e con-
vergenti all'infinito; inoltre

Y(|o |8 =2m) —yn g

(1.2) @p (x) = O (| x| Y la| +[B]| <2m

con 7M,; =0, 0 <y < 1. Porremo 1* = min .

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per
PAnalisi Funzionale e le sue Applicazioni.

(**) Nella seduta del 12 febbraio 1972.

(1) Per tutte le notazioni non esplicitamente definite, ci riferiamo a [6].
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Si abbia inoltre per valori di p che saranno in seguito precisati

() SEC'“"HS |a] >0
1.3 2%}
’ lec™  |g|=0
. g Gclﬁl—l-ﬁ lp[>0
(1.3)s @op - 1
[ ect*s |8] =o.

La forma B sari supposta uniformemente ellittica in Q; e cioé posto

2 (@) =a,®), |ul=2m
at+B=u

si ha
|z% a, (x)E" > 51[3]2'”, €1 >0
W, =2m .

ove E:<‘£17"'7En> € ‘51225?—1—4—&3

Supporremo poi che:

A) esiste un numero reale 0 tale che si abbia V¢ € C{°(Q)

(1.4) f L™ ¢ dx + Z /(D“<P)2dx£6é<—~ D" B, ¢l,

Q

con ¢y indipendente dal diametro del supporto di ¢.
Assegnamo su 9Q le funzioni ¢, di classe C”'7"* (6Q), 0 < i < m — 1,

> ; e poniamo
mj‘l dm—l—iq)‘
(D—Lmax]tl)l , D, ;= D, max —ﬁ'
Q i=0 2Q ds
. a”- 1— 14)
m L = Z ': m—1—i ]
dm-«l—z 1. oQ
ove 771?171_ indica il coefficiente di Hélder di esponente ., su 2Q, della
\y

funzione indicata in parentesi.

Poniamo ancora

|| <o

(1) Flo, /1= 2 (—n" /faD“cp dr,  VeeCy(Q
Q
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con f, misurabile in Q e soddisfacente la condizione
(1.6) L@ =0z, |e|<m

ove

= min |0 (Ja| —m) — 2 —a,mO—y) +v (o] —m—2), Vo<1
|

2

=|a|—bm—2 —a, Vo >1,
2

con @ numero positivo fissato. Porremo poi

1/2

| =<2 /f§|x|2°<"'—'°‘°dx> , V<1
| <m ,
H(/, Q) . 2
=(§_‘, jfﬁ]xﬁe’"—?f“fdx) , V6 > 1.
|o] <
Q

Sia inoltre
Cla,n=QnT'x,»),

essendo I' (x,7) la sfera di centro x e raggio » e poniamo
Ax,n)=C(x,fy|x|").

In queste posizioni si intende che £ ed % siano due numeri reali positivi,
con £ fissato >2 ed n < ¥, essendo ¥. dipendente da ¢, £ e dai moduli
di continuitd degli @, con |a| = |B| = 7, con modalita per le quali riman-
diamo a [2].

Indicheremo con Hi, (Q) lo spazio delle % le cui derivate fino all’ordine s
siano di quadrato integrabile su ogni compatto contenuto in Q, e indicheremo
con Hi;2' (Q) lo spazio delle x € Hij, (Q), per cui qualunque sia il compatto
DCQsi ha ,

1/2
sup p—“( > f(D“u)z dx) < + oo.
%, €D laj=s
0<p<+00 DT (x,,0)

Ci proponiamo di studiare il problema di Dirichlet in Q consistente
nel ricercare una funzione # che soddisfi le equazioni:

SB[cp,u]=F[<p,f], Vo € CY (Q)
(1.7) :
( du.:__ i su aQ, oLi<m—1,
d#*

e una condizione all'infinito che sard in seguito precisata; con # si & indicata
la normale esterna a Q.
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2. TEOREMA DI ESISTENZA

In questo numero ci proponiamo di migliorare il Teorema di esistenza
per il problema di Dirichlet in Q stabilito nel n. 2 di [3].
Posto per 2 < m e & reale

u®0,8,Q) = (MZ:,& / (D)% | 2 |P0¢- 2% dx)m
Q

U%0,0,0=0%0,Q , U"(Q=U"(0©,o0,Q),
si ha per un risultato di M. Troisi @ (vedi il Lemma 1.4 di [7]):
(2.1) U¥(0,E, Q) <Ky {(U™(8,E, Q)" (UO,E, Q) *"+U0,5,Q)} <

<Ko {U(®,6, Q) +UY0,5,Q}, 60<1
(2.2) U¥%1,m(0—0),Q <K{U”1,m(1—0),Q)+U%06,Q3}, 6>rI.
Nel seguito porremo anche
A (0, Q) =U™ (Q) +UY 0, Q).

Sussiste il Teorema:

TEOREMA 2.1. Supposto Q di classe A%V ¢ che, oltre alle ipotesi del
n. I, gli ayp verifichino la (1.3), e (1.3): con p > -Z—, se gli fy verificano la (1.6),
la forma B, la (1.4) ed ey & un numero positivo abbastanza piccolo, esiste una
soluzione del problema di Dirichlet in Q, nella classe delle funzioni we Hp (Q)

con v=p.—|—%z—— 1, tali che

(2.3> Dau — O (]xlme—Y(laH"n/Q)) : Ial S e — 1
(2.4) Up—t,u (A (x, me)) = O (Ja| 77700 - e <
(25) A (O, Q) = O (H(f, Q) + D+ Dpyy).

Cominciamo con lo studiare il caso 6 < 1 e osserviamo che, in tal caso,
I'esistenza di una soluzione soddisfacente la (2.3) e la (2.4) & gia stata dimo-

(2) Con i simboli adottati da M. Troisi, il Lemma 1.4 viene applicato assumendo
x=0 e p(x) =}L|;t'|9 nel caso 6 < 1, mentre nel caso 6> 1 si assume o =m (1 — 0)
e p(x) =+4|x|, con 2 <’y ove %, & un fissato numero dipendente da Q e 6.
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strata in [3]. Al fine di stabilire che tale # verifica anche la (2.5) ricordiamo
che, per dimostrare l'esistenza di una #z verificante il problema e soddisfa-
cente (2.3) e (2.4), viene innanzitutto costruita una funzione y avente il
supporto in un intorno di 3€2, soddisfacente le condizioni al contorno e veri-
ficante le limitazioni:

(2.6) D*y = O (®y + D,,_y), o] <m—1
(2.7 D'y =0(®+ Py, d" ' (x), |a|=m

con d (x) = dist. (x, 9Q2).

Per la costruzione della y soddisfacente alle limitazioni indicate per
|| < —1, si veda A. Canfora [1]; la limitazione di D*y con la| =m, ¢
stata stabilita da C. Miranda [4], nel caso 7 = 2, con un procedimento che
¢ pero valido anche nel caso di 7 qualunque.

La # ¢ allora ottenuta come limite di una successione {#, + ¥} uniforme-
mente convergente sui compatti contenuti in €, insieme alle successioni
{D%u, + D%y}, |¢| <m—1, mentre per |a|=m, {D*zx, + D"y} con-
verge debolmente, su ogni compatto contenuto in Q, a D*u. .

Le u, sono di classe Hy (Q,) 0 Hi? (Q) e ognuna di esse soddisfa I'equa-
zione:

Ble,u,]="Flo,/1—Ble,xl, Vo eCq (Q,).

L’esistenza di tali #, ¢ assicurata dai risultati ® di C. Miranda [4].
Dimostriamo ora la (2.5). Poiché #, € Hy (Q,) si ha:

B[un?un]zF[%n’f]_‘B[%u)X]y

e di qui valendosi della (1.4) si trae
OO0, 0 <K 3 [ |A]1D%] s+ Ke @0+ 0, 1,0 27 (0, 0);
o <m
T

da cui, valendosi della (2.1), si ricava facilmente:
%Sim) (3 ) Q) <K (H(/, Q) + @9 + Dpyt,u) -

Da qui I'asserto poiché K non dipende da 7.

Il caso 6 > 1 non ¢ stato esplicitamente considerato in [3]; si pud perd
osservare che, nella dimostrazione del Teorema di esistenza prima richiamato,
ipotesi 6§ <1 interviene unicamente per potere utilizzare la (2.1). Il ragiona-
mento svolto conserva perd la sua validita anche per 6 > 1 facendo suben-
trare la (2.2) al posto della (2.1).

(3) Si veda in proposito il n. 2 di [3].
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3. TEOREMA DI UNICITA

In questo numero dimostreremo il seguente Teorema:

TEOREMA 3.1. Sotto le ipotesi del Teorema 2.1, nella classe delle funzion:
u € Hig. (Q), soluzioni delle (1.7), soddisfacenti la condizione

(3.1) lim |22 |x|"® dx=o,
R— 400
QQR“QR

con 2 9'=min{2m,2my 4+ yn*}, vale la maggiorazione (2.5).
Introduciamo la funzione {* (#) di classe C§° ([o, + o)

g=1 o<t<1
?:o 2 <t

0

e poniamo con p < R

L (x) = g*( R*R"’P_jp'ﬂ)

E evidente che tale ¢ (x) soddisfa le condizioni

=1 ]| <e

(3:2) JON M

Consideriamo ora un numero R > Rg e supponiamo
R<pe<R<2R.
Si ha allora
. Dit=0(—L ).
(3-3) ¢ (m~@”)

Supponendo in un primo momento che la # abbia i dati di Dirichlet nulli
su 3Q, si ha

B [u€, ul] = B [« u] + O ()

con

£=27| ||| D u||D¥«| | D°C| | D C| dx

Q-9

ove la sommatoria & estesa a tutti gli «,B,0,7,a, B’ tali che o< || 4-|B| < 22,
[’ Flel=laf, [B] +]=[=IB], |&'| + 8| <|a| +[B].

Poniamo ancora £ =& + £” ove £ e £ sono due sommatorie analoghe
a quella che definisce £ ma estesa, la prima agli « e  per i quali |«|=|B8| =,
la seconda agli o e  per cui |a| - || < 2. Si ha allora, tenendo presente
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la (3.2), la (3.3) e la (2.1):

ol [

R R

|x|‘°‘ll_m [x]“yl_"' dx <
R—p) (R—p)l" -

G4 € SKE/ID""%I | D x|

G0

<K R0 (@ — 0] 5 U, 2e— O+ UV, 0 — O,

Analogamente valendosi anche della (1.2):

" E/l o |- )= T ID“ ol % IY(IM B :*IDB’deS
£K<R59> 3[U(m)(QR—Q)]2’;m1 [U“”( —_ﬂ;i)QR—Qp)]l/m—{—

o~ a—alf|
Si ha poi utilizzando la (1.4):
SRLIZ D)) [ D" (@)* dx + / 20 |2 dx,
Q. 0,
da cui tenendo ancora conto delle (3.2), (3.3) e (2.1):
(3.6) (—1)" ¢ B[ul, ul] >U (6, Q) —

2m 2m—1
— K (g ) U@ — Q)] 7 [0, O — Q)+ U1, Qe — Q)

Ed ancora utilizzando la (2.1) se 6 <1 e la (2.2) se 6 > 1:
3.7) (— 0" B[ut?, u] < K (2" 2" (0, Qo) H(F, Qn) .
Facciamo ora la seguente posizione:
w(r) = (A (0, Q)

Y@ = [H(/, QF + U0, & — 0P + [U°(y, =T, 0. — og [},

si ha dunque, tenendo presente (3,4), (3.5), (3.6), (3.7):

) 1 2m~—1
(38)  w(E)R— )™ < Ki R §(R) + K[y (R)] ™ [w(R)] * R¥".

In base ad un noto Lemma di crescenza (vedi C. Miranda [3]):

2m—1

w(p) GR — )" < K1 2R ¢ (2R) + Ko 2 R [¢ (ZR)]“’ [ ()] > .
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Di conseguenza, ponendo p = R, si ottiene:
w®) < Ky (2R),

da cui facendo divergere R si ottiene l’asserto.

Passando ora al caso in cui # ha i dati di Dirichlet non nulli su 28, si
pud osservare che, costruita una funzione y, a supporto compatto in Q, e
con i dati di Dirichlet su 9Q eguali a quelli di # (vedi C. Miranda [4]) la
quale verifichi le limitazioni (2.6) e (2.7), posto #; = u—7y, tale #; ha i
dati di Dirichlet nulli su 9Q e verifica I'equazione:

Ble,u]=F[o, f1—B[e,x].

Tenendo conto delle (2.6) e (2.7), e valendosi del risultato stabilito nel
caso precedente, si ottiene facilmente la (2.5), prima per la 2%, e poi per la z.

Nella dimostrazione del Teorema 3.1 & contenuta la dimostrazione del
seguente Lemma:

LEMMA 3.1. Nelle ipotesi del Teorema 3.1, nella classe delle we H, (Q)
soluzioni delle (1.7) in Q, verificanti la condizione

(3.9) sup f o |2 |7% dx < T2,
R

Qar— Qg
con 20'=min {2m , 2my+ yn*}, si ha:
(3.10) ATO, Q) =0 M (f, Q) + Do+ Ppyp +T).

Si ha poi il Teorema:

TEOREMA 3.2. Nelle ipotesi del Teorema2.1,5¢ 0 <1 ¢ 2m < 2 my-+ yq¥,

st ha esistenza ed unicita per il problema (1.7), nella classe delle ue Hi, (Q),

m,

verificanti la (3.9). La soluzione & di classe H2™ (Q) con v=p+ g — 1.

Infatti per la soluzione di cui al Teorema 2.1, la (3.9) & conseguenza
della (2.5), mentre l'unicitd discende dal Teorema 3.1 e dal Lemma 3.1
perché ogni soluzione verificante la (3.9) verifica la (3.1) in conseguenza
della (3.10).
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