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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta del 12 febbraio 1972 
Presiede il  Presiderite B e n i a m i n o  S e g r e

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofìsica)

Matematica. —■ Generalizzazione di una forinola del Källen. 
N ota di S u s a n a  E l e n a  T r i o n e ,  presentata (#) dal Socio B . S e g r e .

SUMMARY. — Let n and k be fixed integers; n even >  4 ; I <  k <  — — — . Let f i t ) ,
00

o < t < o o ,  be differentiable and such that j  \ f ( t )  | / ”_2^/2 d/ <  00 . We prove that,
0

under these conditions, the integral equation (2 ) admits the solution (4). In the particular case 
n =  4, k =  I (which is important in the quantum theory of fields) the reciprocal formulae (2) 
and (4) have already been obtained (on the basis of heuristical considerations) by Källen [1 ].

1) Siano
n un intero fisso, pari, >  4 ;
k un intero fisso, 1 <  k <  (n — 2)/2;
v , t num eri reali soddisfacenti alle o <  s , t <  00.

Porremo

ove J m(f)  denota la ben nota funzione di Bessel d ’ordine m\

=  à  l)VE )  v ir(m  +  v +  i) ‘

Con S[txJ designeremo, come di consueto, la derivata d ’ordine della m isura 
di Dirac. (*)

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1972.

9. — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fase. 2.
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Porremo inoltre
, . [ ( * - U m - l  U n~ 2k) l 2 ] - 1  [ ( « - 2 k ) / 2 ] - l  2y. pl

2tc(«-2)/2 fx=0 -IA —I

(_ _ 1^ n - 2k)!2 t(n~2k)/2 __
+  "T2l+B)/2Tr(*-2)/2 r , /1% R(»-2i)/2 ( L O -r<*)

Consideriamo l’equazione integrale
00

(2) h(s) =  ( A ( s , t ) f  (t) di?.

Scopo di questa N ota è la dim ostrazione del seguente 

T eorema. — Sia f ( t ) derivabile in [o , 00), tale che
00

(3) J  \ f ( f ) \ é ”~*m à t < o o .
0

Sotto queste ipotesi sussiste la form ola reciproca
co

(4) / (t) =  22*+- - a u"-2 { r(/6)}2 j  h(s) Ä(t ,s) di* .

Dimostrazione del Teorema. -  Porremo

tv-.n.k =  / /OD jf1
,[(«-2 -̂2)/2] -jx d / .

A llora la (2) può scriversi
[ ( * - 2 £ ) / 2 ] _ l  [ ( * - 2 > | ) / 2 ] - l

(s) * ( ')  =  2  ( - 0 "I (/è)  ̂= 0
£[ l , n , k  2

2{X

7?—-2 k
■ i - N !

+ ( - O
( n -  2k)j2

________ .__________2(2̂ +„_2)/2 tc(«-2)/2 ‘ ' (»-2*)/2: { / ( * ) }

dove col simbolo ^(n-2k)i2 { / ( / ) }  denotiamo la trasform ata di H ankel d ’ordine 
(n — 2 k) / 2  della funzione/ ( / )  (scritta in una forma un po’ diversa dall’usuale):

(6)

00

V *>/2 { / «  } =  T  f  AO t(n~"m  **■-«>/* ( 1̂ )  dt

def
- R (n — 2k)j2 ( y s ) > -

Osserviamo che la definizione (6) ha anche senso per certe distribuzioni, per 
esempio per la § e le sue derivate, onde porremo

, tvFi.l . def
<^(n-2k) l2

{SM } ^  / > ]  / » - w  ; _l R m / 2(7)
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D a questa definizione risulta [cfr. la (16)] che per [i <  —~ 2 k vale la 

(8) W(n-2k)l2 {S[̂ ] } =  O .

Osserviamo che dalla (6) si ricava la classica formola d ’inversione di H ankel

(9) f ( t )  =  !  ./ g(s) s(n- 2i)i2R(n̂ m d s ( )  d , .
0

Se si applica ai due m em bri della (5) la trasform azione di Hankel, si ottiene, 
tenendo conto delle (6), (8),

2 k + n  — 2 n —2
7C(io ) f ( t )  =  2' 

ossia, equivalentem ente,

W ) } 2 j  a (s)
<n~2Z)l2 ( » - 2*)/2

- I )  J
(2A + *)/2 _(»-2)/2 m

R(m-2/5)/2 i ] sl ) d j ;

( I O f ( f )  =  2M+,!“ 2 V " 2{r(/è)}2 / À (s) A (t, s) ds +

[(» — 2k)/2]~ 1 / _ \ 1
— 2 U n^ ~ 2)/2 (—  i )“" - « - 1 r(/è) 21 2 %,»,i §[«*](£,

|x=0 \ !

dove abbiam o posto
oo

(1 2 ) d „ ,„ ,, =  J a  (s) / * - « - » « - • *  .

0

2) Calcoleremo ora esplicitam ente il valore dei coefficienti

dn,»,i , o <  v < « --2 k I .

Si ha 

(13) 

avendo postò

0 4 )  l i  (v , n , i )  =

dv,«,/è =  li (v , ^ , i )  -f- 12 (v , n , k ) ,

( ^ ï ) ^ - 2 )̂/2] - !  (__i)H. ,2^

,[(«-2^2)/2]-[x.

:*-2 / - 2)/2 r ^  ^ 0  ^  — t

00

/(<■) d/ f  A—" - ™ -  s» '( t) d«.

■d'

( 15) h ( y , n , k )  = ( - I ) 1
(«- 2k)/2

2( 2 k + n - 2 ) / 2  n ( n- 2) / 2  f  ^
[(n—2k—2)l2] — V

,f(»-2i)/2 { / (O )
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Dalla ben nota formola
o

(16) =  < ( _ l)y ! liL_ n

per l  >  [L, 

per /  <  [i,,

risulta che i term ini della somma nel secondo m em bro della (14) sono nulli, 
salvo quando fi — \(n —  2 k —  2)/2] — v. Da questo segue

2 - 2k-2y( n 2 k 2 \

(17) U ( v , ^ , ^) = ---------  ^ , )/8rWvl 2-----------   \

O ra calcoleremo I2. Si ha

(18) I2 ( v , « , / è )  =
OO OO

_  (—• l)(n~ 2k)/2______ I_ f  [(*-2M)/2]-v 1 f  r ,  A ,(«-2̂ )/2 -p /W-T-n 1,
2 ( 2 ^ « - 2 ) / 2 7t( « - 2 ) / 2 p ^  2  J  ^  J J  {t) t  R(n̂ 2k)/2 )  d ^ .

0

Scam biando l ’ordine d ’integrazione nel secondo m em bro della (18) [si dim o­
stra senza difficoltà che questo scambio è lecito tenendo conto dell’ipotesi (3)], 
si ottiene

0 9 )

( - 1 ) '
(n-2,5)2

n«"-*,/* 2(2/5+’,)/2 r (/è)

I2 0  . n . £) =
50 OO

f ( f )  t {n~2m dt j / - « - a « - »  r („_2,)/2 (1/J7) .

L ’integrale interno si calcola facilmente in base al ben noto risultato

(x) xa~ lJ‘~ 1 dx =

che vale per o <  a <  (jl +  — •
O tteniam o quindi [cfr. la (17)]:

(—o0
(2Ì) I2 (v , n , k) =  -------

r ( n - f  +  1

7?—- 2 k — 2 v).

Tu(W 2)/2 p (/è) V !

=  —  I l  ( V > »  5 •

Dalle (13), (21) si ricava

(22) dV}Hyk — o per o <  v <  —— —  1 .

/  (V) d / :

Dalle (11), (22) risulta im m ediatam ente che è valida la (4), ciò che finisce 
la dim ostrazione del Teorem a 1.
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3) Nel caso particolare n =  4 , k =  1, le (2) e (4) assumono la form a
00

/w * '
0

00

(24) / « = . e  4 I * «  ■
0

Le formole reciproche (23) e (24) sono state stabilite (in base a conside­
razioni euristiche) dal Källen (cfr. [ 1 ]). Questi ed altri scienziati (cfr. [2], [3]) 
hanno fatto interessanti applicazioni di tali formole reciproche alla teoria 
quantica dei campi.
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