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SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Generalizzazione di una formola del Kéllen.
Nota di Susana EvLena Trione, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — Let 7 and 4 be fixed integers; 7 even > 4; 1 < 4 < ”:2 . Let £(2),

oo
0 <#< oo, be differentiable and such that /‘}f(z‘)[z‘("—%)/2 df < 0. We prove that,

0

under these conditions, Zie integral equation (2) admits the solution (4). In the particular case
7 = 4, £ = 1 (which is important in the quantum theory of fields) the reciprocal formulae (2)
and (4) have already been obtained (on the basis of heuristical considerations) by Kéllen [1].

1) Siano

7 un intero fisso, pari, >4 ;

% un intero fisso, 1 < £ < (n — 2)/2;

s, ¢ numeri reali soddisfacenti alle 0 <s,# < co.
Porremo

def m
(x) = J (x)

m

ove J,(x) denota la ben nota funzione di Bessel d’ordine :

o —

m—+v+41I) )

Con 3" designeremo, come di consueto, la derivata d’ordine w della misura
di Dirac.

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1972.

9. — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fasc. 2.
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Porremo inoltre

[(n—28)/2]=1 [(n—28)/2]—1 [(n—24)[2]-1 2 —u
¢ Q)

A def (—1) 2 ¢ []
Als,t) = —)—
() AG,9 7= = [ u2=‘o o [ 1)t @+
2 " ’
(HI)(n——le)/Z t(n—2/é)/2 o
+ 2GEEMI2 (=22 ]y gy Reu—2ny2 (V”‘ )

Consideriamo l'equazione integrale

o]

@) A (s) =J‘Z(s,t)f(z‘) de.
0

Scopo di questa Nota ¢ la dimostrazione del seguente

TEOREMA. — Séa f(¢) derivabile in [0, 00), tale che

©) j | £ (@] PP dt < o0

0
Sotto queste ipotesi sussiste la formola reciproca
@ SO =2 IWY [ 5 A5 ds.

0
Dimostrazione del Teorema. — Porremo
Comrp = / ' F@) TRy
0
Allora la (2) pud scriversi
[ —28)/2]—1 [(n—24)/2]~1 2.
. (—- I) i Al SN Cu,n,k 2 (]
(s) h(S) =~ awEy, rE = (—1) (ﬁmzé_lw )l 57 () +
2 )

(n—2k)/2

(—1) .
+ erar oo % Hoomp { S},

dove col simbolo I, gz { /(#)} denotiamo la trasformata di Hankel d’ordine
(n—24)/2 della funzione f(¢) (scritta in una forma un po’ diversa dall’'usuale):

o0

) def ' — -
(6) Wiy LD} = % /f(f) AR aya (1s2) dt =
0

d;f <f([) 2R , —;— Re—2py2 (V§)>

Osserviamo che la definizione (6) ha anche senso per certe distribuzioni, per
esempio per la § e le sue derivate, onde porremo

def 1 oy
o) Wor_gaye {31} & < sl for202 % Reo_osys (157 )>
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n—z24~%

Da questa definizione risulta [cfr. la (16)] che per u< 5

® Koz {8} = 0.

Osserviamo che dalla (6) si ricava la classica formola d’inversione di Hankel

vale la

o0

© FO = & [ 598" R g (f57) s
0

Se si applica ai due membri della (5) la trasformazione di Hankel, si ottiene,
tenendo conto delle (6), (8),

o0

(Io) f(t) _ 22k+n—2 nn—Q{I\(,é>}2 //l@) (—1)

LCEEWE _(n—2)]2 I'(%)
0

(=282 (n—24)/2
)

Rei—onype (Vs ) ds;

ossia, equivalentemente,

[e 9]

(11) f(@) =22 ) Y /I.}z(s) A, s)ds +
0

2% _(n—2)/2 [ —28)/21—1 R —o*2™d, L
n—2), n—2k)/2]— \, w
) HORD)) == - 37,
= —~——-I——{.L).

dove abbiamo posto

oo

(12) dyms= J 4 (s) s=2a=22-u g
0

2) Calcoleremo ora esplicitamente il valore dei coefficienti

n—2~% .

du.,n,k ) O S v g I .

Si ha
(Is) d‘),n,k=II<Vyna’é)+I2<vynak>a
avendo posto
(—2hyz—1 [—2B)21-1 2w
I Lv,n k)y=""U"""" ) (=12 .

( 4) 1 (V 7 ) 2n—2n(n——2)/21—1</é) = (71—2é ——~1——u.\l

2 *)

. J IOy f sle=2hl—y gy g
0 0

00

(— I>(n_2k)/2 [(n—2£—2)/21—

(15)  L(v,z, k)= SR e gy | " W2 L ()} ds.
0
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Dalla ben nota formola
o per /> u,

(16) s 3 = (—1)u! N

@—)! per /= u,

risulta che i termini della somma nel secondo membro della (14) sono nulli,
salvo quando p = [(# — 2 £— 2)/2] —v. Da questo segue

——v
2

( p)ler—2By21 -1 2—2k—2v( n—24k—2 ),

F) e dr.

(1) LG, A= =P () vl

Ora calcoleremo I,. Si ha

(IS) IZ(V)”,é>=

(o9 oo

ey [ (—28)12 —
T DR DR b 7] s dSJ @ Rz (V”) dz.
0 (1]

(— I)(n—2/e)/2 .

Scambiando l'ordine d’integrazione nel secondo membro della (18) [si dimo-
stra senza difficolta che questo scambio ¢ lecito tenendo conto dell’ipotesi (3)],
si ottiene

(19) Li(v,n,k=

(o]
(— ) =202

oo

_ (n—2k)[2 [(n—2&—2)[2]—v T

= R AR T g f f@¢ dz f s R—any2 (Vs2) ds.
0 0

L’integrale interno si calcola facilmente in base al ben noto risultato

i (E)

0
che vale per o <a <y.—i—%-
Otteniamo quindi [cfr. la (17)]:
[o9)
(— I)(n—2k)/2 2—2k—2v< ””‘Zj*‘z —v)! ®
7= (4 v

(271) Iy(v,n,k) = F@) e dt =
=—0L(,n,k.

Dalle (13), (21) si ricava

(22) dyne=0 per o<v< _”_Eﬂ — 1.

Dalle (11), (22) risulta immediatamente che ¢ valida la (4), cid che finisce
la dimostrazione del Teorema I.
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3) Nel caso particolare 7 = 4,4 =1, le (2) e (4) assumono la forma

| e /R, (Vis
(23) hs) — f 0 tf,,”%f(z)dr,
0
(24) £ = 1672 ;34(;‘3 _ “Rl8(x’” ;/z(s) ds.
3

Le formole reciproche (23) e (24) sono state stabilite (in base a conside-
razioni euristiche) dal Killen (cfr. [1]). Questi ed altri scienziati (cfr. [2], [3])
hanno fatto interessanti applicazioni di tali formole reciproche alla teoria
quantica dei campi.
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