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Analisi m atematica. —  Interpolation non commutative. N ota di 
P ierre  G r isv a r d , p re s e n ta ta ^  dal Corrisp. G. S tampacchia .

RIASSUNTO. — Dati due operatori chiusi (non limitati) A e B in uno spazio di Banach E, 
si prova che gli spazi d’interpolazione reale tra DAn D B e E sono l’intersezione dei corri­
spondenti spazi d’interpolazione tra Da e E da una parte e Db e E dall’altra parte, sotto 
opportune ipotesi su A e B che non implicano la commutatività delle risolventi di A e B 
(Risposta parziale a una domanda di Peetre [3]).

i . R a ppe l s

1.1. Soient F  et E deux espaces de Banach tels que F C E  avec injection 
continue; l’une des multiples définitions possibles des espaces d ’interpolation 
réelle entre F  et E est d ’après L ions-Peetre  [2], la suivante: (F  ; E )0 est 
l’espace des x  e E  tels q u ’il existe deux fonctions u0 et u ± vérifiant

( x  =  u 0 (t) +  u x (t) , t >  O ,

(I) d « o £  Lit (F)

[ #‘- e « , 6 l 4 (E)

°ù  1 4 (F) ét Li) (E) désignent l’espace des fonctions définies dans (o , +  oo) 
a valeurs dans F  et E respectivem ent et de puissance p  intégrable par ra p ­
port à la m esure d tjt, i <  p  <  +  oo et o <  0 <  i. L a norm e de l’espace
(F > E )e,j> est

+ oo -foo

* - inf( j  i r 6« » « —) ^ + ( J
o o

le In f étan t pris par rapport à tous les couples de fonctions u0 et u x véri­
fiant (i).

1.2. Dans le cas particulier où F  =  D a , dom aine d ’un opérateur fermé 
A  dans E, m uni de la norm e du graphe, on peut d ’après Grisvard [i], expli­
citer l’espace (Da ; E )0̂  lorsque A  vérifie l’hypothèse suivante

y A  +  t  est inversible pour tout t  >  o et il existe une constante CA 
\ telle que \\t (A +  O ^IIe-^e ^  Ca Pour tout f  >  ° -

L ’espace (DA; E )0 ^ est alors l’espace des x e E  tels que /1“ eA ( A + ^ 1^eL ^(E ), 
et sa norm e est équivalente à

+ oo

X I-----► IMIE+ (  J  II t1- 9 A  (A +  t) - 1 X WPE — )1M • (*)

(*) Nella seduta dell’i i  dicembre 1971.
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2. U n Theoreme

A  présent, on suppose donnés sim ultaném ent un espace de Banach F C E  
avec injection continue et un opérateur A  non borné de dom aine D a dans E, 
vérifiant (2). On suppose que A et F vérifient l’hypothèse suivante:

 ̂ Pour tout /  >  o , F  est invariant par (A +  t ' y 1 et il existe une
(3) j constante CÂ telle que \\t (A +  t y 1 ||F_^F <  C i pour tout ^ > 0 .

Considérant D a O F comme un espace de Banach pour la norm e

x  I— ► llA *llE +  II* llF>
on a le:

Theoreme. S ous les hypothèses (2) et (3), on a P identité

(DAn F ; E ) M  =  (DA;E )M n ( F ; E ) M

pour tout 0 e ] o , i [ e t ^ > e [ i , +  00].
U n  cas particulier intéressant est celui où F est le dom aine D b d ’un 

second opérateur fermé B dans E. Si pour simplifier on suppose que B est 
inversible, l’hypothèse (3) est vérifiée lorsque A  et B vérifient

( Pour tout t >  o , Db est invariant par (A +  f y 1 et il existe une con-
(4 )  ̂ stante C i telle que ||/B (A +  Z)“1 B-1 ||E_>E <  C i pour tou t t >  o.

L ’hypothèse (4) est évidem m ent vérifiée lorsque (A +  /) 1 et B 1 com m utent 
mais ce n ’est pas nécessaire.

U n  autre cas particulier intéressant est celui où -  A  est le générateur 
infinitésimal d ’un sem i-groupe borné et fortem ent continu dans E; l’hypo­
thèse (2) est alors vérifiée et les hypothèses (3) et (4) sont respectivem ent 
équivalentes à (3') et (4'):

 ̂ Pour tout t >  o , F  est invariant par e~tK et il existe une constante
\ C i telle que || e~tA ||F _^F <  C i pour tout t >  o.

 ̂ Pour tout t >  o , Db est invariant par etA et il existe une constante 
(4  )  ̂ C i telle que \\H>e~tA B“1||E_>E <  C i pour tout t >  o.

3. D emonstration

L ’inclusion de «gauche à droite» est évidente, il suffira donc de prouver
que si

^ € ( D A ; E ) M n ( F ; E ) 0̂ ,

on peut construire une couple de fonctions u0 et ux vérifiant

I X =  UQ(t) +  U± (t) y t > O

r e * o e i 4 (DAn F )
L - V e  1 4 (E).
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Des hypothèses sur x,  on déduit que

J“1-6 A  (A +  O- 1 *  e 14 (E) 

et q u ’il existe une couple de fonctions v0 et v1 vérifiant

( X  =  v0 (t) +  Vi (f) , t  >  o

r % 0 € L ì ( F )  

f L Ì (E ).

U tilisant l’identité
I =  t  (A +  t y x +  A (A +  t ) - 1,

on est conduit à poser

u o ( 0  =  t  (.A +  t ' y 1 v0 (f) ,

u \ 00 =  a  (A +  t y 1 »0 <v) +  (/)

=  A  (A +  t ' y 1 x  +  /  (A +  t ' y 1 v1 ( t ) .

On vérifie sans peine que x  =  u 0 (t) -f  u x (t) pour tout / > o  et que 
t1 6 u x € L£ (E) grâce à l’hypothèse (2). Pour vérifier que t~ e u 0 € L* (Da D F), 
on écrit que

| | r e ^ 0 (oiiF < c A | | r % 0 (OIIF

grâce à l’hypothèse (3) et que

t ~'9 A u 0 if) =  t 1-6 A  (A +  t y 1 X  —  A (A +  t y 1 t 1̂  u x ( f ) .

C.Q.F.D .

4. Remarques

L a dém onstration ci-dessus a l’inconvénient de ne pas fournir un procédé 
explicite de construction de u 0 et u x à partir de x; on peut pallier à cet incon­
vénient dans le cas particulier où B jouit de propriétés analogues à celles de A. 
Précisément, 1 on suppose que B vérifie

 ̂ B - f  /  est inversible pour tou t t >  o et il existe une constante CB
(5) ( telle que \\t (B +  1 ||E— Pour  tout /  >  o.

Alors, sous les hypothèses (2) (4) (5), on dém ontre le Théorèm e en posant 
explicitem ent:

u o (f) =  t2, (A +  t) 1 (B +  /) 1 x  

=  —  « o (0

=  A ( A  +  t y 1 x  + 1 (A +  t y 1 x — t2 (A +  t y 1 (p  +  t y 1 x  

=  A ( A  +  t y 1 x  + 1 (A +  t y 1 b  (B + t y 1x .



I4 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LII — gennaio 1972 [14]

Puisque x  e (Da ; E )0>iS n (DB ; E )e>>, on a:

(6) U 1- 6 A (A +  Z)~U e L i  (E)

l t1”* B ( B + / ) - 1^ L ^ ( E ) ;

on en déduit Z1 6 ux e (E) grâce à (2) puis que Z“6 u$ e L£ (Da) en écri- 
vant que

A«0 (t) =  zA (A 4 - Z)“1 {1 — B (B +  Z)“1} *

=  ZA (A +  i y xx  —  A (A +  z)-xzB (B +  t y xx .

Enfin, on prouve que Z~e 6 L* (Db) en écrivant

B^o (Z) =  ZB (A +  Z)"1 B“1 ZB (B +  Z)-1 *

et en utilisant (4).
Ce résultat a un intérêt surtout lorsqu’on considère les espaces d ’in ter­

polation réels comme des espaces de traces: en effet, d ’après L ions-Peetre [2], 
(Da O Db ; E )0̂  est l’espace des x  =  u (o) lorsque u décrit l’espace W  défini 
par les conditions

. , t z e « 6  14 (Da n Db)
(7) J 6 4( Z0 u' e L* (E)

On a alors la

PROPOSITION. U  application u —> u (o) est linéaire continue de P espace W  
des u vérifiant (7) sur P espace des x  6 E vérifiant (6); afe plus , u \~> u (o) 
admet un relèvement linéaire continu (W m uni de la norme évidente).

5. D eux Exemples

5.1. On pose E  =  L*S (R”) , F  =  W ? (RK) espace de Sobolev usuel d ’ordre 
w  re latif à L*5 (RK) , i <  <  +  oo et

(a:) =  9 (x) u  (x)

avec P a =  {u ; u , 9u  e i f  (R*)} (les notations sont celles de L ions-Peetre ([2]). 
On suppose que 9 est une fonction >  o telle que:

CD I T 00 /Tfcttv • 7
"9 6  L  =  ° ’ I » ' ‘ * » m  ’ k =  I ’ 2  , * * *, n  ;

comme on a (A +  t  f i 1 u  (x) =  — —  , t  >  o etw  9 (x) -f- t ’

dm U __  ^  ( m \ (  dJ' I \  dm~J U
~d xf  ? + *  ~  j ê o \ J  ) \ l ^  9 + t J
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on vérifie facilement les hypothèses (2) et (3). A ppliquant le Théorème, on 
obtient l’identité

({« e w ;  (R") ; 9» e I *  (R”)} ; \ î

=  { u e  B“(1“ e) (R*) ; ç 1“ 6 u e l î  (R")}

où BJÙ-0) désigne l’espace de Besov d ’ordre m  (i —  0) relatif à 1/  (R”) 
(Notations de L ions-Peetre [2]).

Ceci généralise l’exemple de Peetre [3] qui est relatif au cas m  =  n  =  1 
avec 9 (x) =  (1 +  x 2)112.

S-2. On pose E  =  1/  (Q) , F  =  W j (O) avec i <  p  <  T~ 00 en suppo­
sant que O est un ouvert borné régulier de R ”. On prend pour A  l’opéra­
teur défini par

A u  (x) =  9 (x) u  (x)

avec D a — { u  ; u  , (pu € l /  (O)}; on suppose que 9 est positive et que

^  grad9 £ L œ (Q)

où d { x )  désigne la distance de x  à la frontière de £2 . On vérifie les hypothè-
O *

ses (2) et (3) en rem arquant que u \ - ^ u \ d  est linéaire continu de W j (£2) 
dans i f  (£2). A ppliquant le Théorème, on obtient l’identité

({u e Wj (O) ; (pu e l f  (O)} ; i l  (ü))9ji>

=  { u  e w y e (Ü) ; ç 1- 6 u e l f  (Q)}
O

où W£ (Q) désigne le sous-espace de (£2) formé des u  vérifiant u/ds € Lt  (£2), 
o < s <  i, ou ce qui revient au même, la ferm eture de ©(£2) dans (£2)

lorsque t  =[=-—-, o <  s <  1. L a généralisation de cet exemple perm et d ’éten­

dre au cas p  =J= 2 une partie  des résultats de Triebel [4].
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