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Analisi matematica. — /nferpolation non commutative. Nota di
PrerrE GRisVARD, presentata @ dal Corrisp. G. STAMPACCHIA.

RIASSUNTO. — Dati due operatori chiusi (non limitati) A e B in uno spazio di Banach E,
si prova che gli spazi d’interpolazione reale tra Da 0 Ds e E sono lintersezione dei corri-
spondenti spazi d’interpolazione tra Da e E da una parte e Ds e E dall’altra parte, sotto
opportune ipotesi su A e B che non implicano la commutativith delle risolventi di A e B
(Risposta parziale a una domanda di Peetre [3]).

I. RAPPELS

1.1. Soient F et E deux espaces de Banach tels que FC E avec injection
continue; l'une des multiples définitions possibles des espaces d’interpolation
réelle entre F et E est d’aprés Lions—Peetre [2], la suivante: (F; E),, , est
I'espace des x € E tels qu’il existe deux fonctions #, et #; vérifiant

x=uy () +u (&), t>o0,
(1) t % uy € 12 (F)

7% u, e 12 (E)

ot I% (F) ét L% (E) désignent I'espace des fonctions définies dans (o, + o0)
a valeurs dans F et E respectivement et de puissance p intégrable par rap-

port & la mesure d#ff, 1< p< 4 oo et 0<O<1. La norme de I'espace
(F; E),, , est

e 1p ;
X —> Inf<J 1270 o (2)]2 %) +(J
0 i

<) "
1—-6 dz \l2
1A~ 2, (D)2 )

Tt
le Inf étant pris par rapport & tous les couples de fonctions u, et u; véri-

fiant (1).

1.2. Dans le cas particulier ot F =D,, domaine d’un opérateur fermé
A dans E, muni de la norme du graphe, on peut d’aprés Grisvard [1], expli-
citer I'espace (Da; E), , lorsque A vérifie 'hypothése suivante

\ A -k # est inversible pour tout #>>o0 et il existe une constante Cy
© { telle que [|#(A + 7|, . <Ca pour tout #>o0.

L'espace (Da; E), , est alors 'espace des x € E tels que z‘l—eA<A—|—z‘)“1xeLi(E),
et sa norme est équivalente &

¢

+oco
z — ”qu+< f 1247 A A+ 2 2|2 ﬂ)w-
0

(¥) Nella seduta dell’rr dicembre 1971.
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2. UN THEOREME

A présent, on suppose donnés simultanément un espace de Banach FCE
avec injection continue et un opérateur A non borné de domaine Da dans E,
vérifiant (2). On suppose que A et F vérifient 'hypothése suivante:

y Pour tout #>o0,F est invariant par (A 4 #)7' et il existe une
©)) | constante Cj telle que ||#(A +#)7"||; < Ca pour tout #>o.

Considérant DaN F comme un espace de Banach pour la norme

x — [[Axllg + x|,
on a le:

THEOREME. Sowus les hypothéses (2) et (3), on a ['identité
(DAm F H E)e’ﬁ = (DA H E)e,?n (F ) E>9,1§

pour tout 6 €lo,1[ et pef1, + oo].

Un cas particulier intéressant est celui ou F est le domaine D d’un
second opérateur fermé B dans E. Si pour simplifier on suppose que B est
inversible, I'hypothése (3) est vérifiée lorsque A et B vérifient

( Pour tout # > o, Dy est invariant par (A + £ et il existe une con-

) | stante Cj telle que [|#/B (A + ) B[, < Cj pour tout #>o.

L’hypothese (4) est évidemment vérifiée lorsque (A + #)™ et B™! commutent
mais ce n’est pas nécessaire.

Un autre cas particulier intéressant est celui o — A est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe borné et fortement continu dans E; I’hypo-
thése (2) est alors vérifiée et les hypothéses (3) et (4) sont respectivement
équivalentes a (3") et (4):

Pour tout # > o0, F est invariant par ¢—*A et il existe une constante
, ‘ P
39 { Ci telle que [[e=* |l . < Cj pour tout #>o.

Pour tout # > o0, Dg est invariant par ¢’ et il existe une constante
, P
4" { Ci telle que ||Be=*A B!, . < Cjy pour tout #>o.

3. DEMONSTRATION

L’inclusion de «gauche & droite» est évidente, il suffira donc de prouver
que si

x€Da; E)y 0 (F;E),,
on peut construire une couple de fonctions #, et u; vérifiant
szuo(z‘)—f—ul(t), t>o0
£ uy € (DaAN F)

0w € 12 (B).
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Des hypothéses sur x, on déduit que
! PAA + A x el (E)
et qu'il existe une couple de fonctions 7, et v; vérifiant
x=1vy() + v, (@), >0
t% vy € L2 (F)
%0 e 12 (E).
Utilisant l'identité
I=tA+HT+AA+5)7,
on est conduit & poser
uy () =t (A + 870 (),
um () =AA+H 0@ +o ()
=AA+) T2+ tA+D o ().
On vérifie sans peine que x = 2, (¢) + u; (£) pour tout #>o0 et que

0 € L% (E) grace a 'hypothése (2). Pour vérifier que #° 2, € L2 (Dan F),
on écrit que

1—

127 20 @)l < Ci 177" 26 (9
grice a I'hypothése (3) et que

0 Auy () =" PAA+ DT — AR+ A ().
C.Q.F.D.

4. REMARQUES

La démonstration ci-dessus a 'inconvénient de ne pas fournir un procédé
explicite de construction de 7%, et %; 4 partir de x; on peut pallier 4 cet incon-
vénient dans le cas particulier oit B jouit de propriétés analogues 4 celles de A.
Précisément,, on suppose que B vérifie

{ B ¢ est inversible pour tout #>o0 et il existe une constante Cp
() { telle que [[z(B +#)7!||,_ . < Cs pour tout ¢> o.

Alors, sous les hypotheses (2) (4) (5), on démontre le Théoréme en posant
explicitement:

ug@ =LA+ B+Hx

wy ()= 2 — tto (¢)
=AA+D ' x+tA+H 2 —LPA+HOTB+H 1z
=AA+) T2+t A+HTBB +o)1x.
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Puisque x € (Da; E)y ,0 (Ds; E)y ,» on a:

® fPAA L) x el (E)
BB+ xell(E);

—6

on en déduit #'°u €12 (E) grice (2) puis que #7° #g € 12 (Da) en écri-

vant que
Aug@) =tAA+HT{1—B B+ "}z
=AA+)Tx—AA+) BB+ .

Enfin, on prouve que ¢ °u, € L% (Dg) en écrivant
Buy(#) =B(A+ BB B +4Hx

et en utilisant (4).

Ce résultat a un intérét surtout lorsqu’on considére les espaces d’inter-
polation réels comme des espaces de traces: en effet, d’aprés Lions—Peetre [2],
DanDsg; E),, , est espace des x = % (0) lorsque « décrit 'espace W défini
par les conditions
| # % €1 (Da N Dy)

@ ? £ u el (E)

On a alors la

ProPOSITION. L’app/z’mz‘z‘on u — u (0) est lindaire continue de lespace W
des u vérifiant (7) sur lespace des x € E vérifiant (6); de plus, u - u (0)
admet un relevement linéaire continu (W étant muni de la norme évidente).

5. DEUX EXEMPLES

5.1. On pose E=17(R"), F =W, (R") espace de Sobolev usuel d’ordre
m relatif 3 I (R"),1<p <+ o0 et

Au (x) = ¢ (%) u (%)

avec Da={u; u, pu € L’ (R")} (les notations sont celles de Lions—Peetre ([2]).
On' suppose que ¢ est une fonction > o telle que:

el 1 .
SEEGLOO<R’1); ]=;O,I,"‘,m,k:I,Z,"',ﬂ;
| -1 u (%)
comme on a (A -+¢) u(x)=W,z‘>oet

wr = B )
ka =0 Sx] ‘P"" QxZ’_j
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on vérifie facilement les hypotheses (2) et (3). Appliquant le Théoréme, on
obtient l'identité

(ne W (R"); ou € I (R)}; L (RY), ,
= {ueB" "R ; 0" uel? (R}

ou By~ (R") désigne I'espace de Besov d’ordre m (1 — 0) relatif & 12 (R"
(Notations de Lions—Peetre [2]).

Ceci généralise I'exemple de Peetre [3] qui est relatif au cas m = # =1
avec o (x) = (1 + 22

5.2. On pose E=17(Q),F = \i’; (Q) avec 1 < p <+ oo en suppo-
sant que Q est un ouvert borné régulier de R”. On prend pour A lopéra-
teur défini par

Au (x) = ¢ (%) u (x)
avec Dy = {u;u, ou€l? (Q)}; on suppose que ¢ est positive et que

4 grad ¢ eL® (Q)

¢

ol d(x) désigne la distance de x a la frontiere de Q. On vérifie les hypothe-

ses (2) et (3) en remarquant que # —u/d est linéaire continu de VW €®)
dans 17 (Q). Appliquant le Théoréme, on obtient I'identité

({n e W (Q); pu e L? (Q)} ; L2 (Q)s, 5
={ue W;*e Q) ; <pl_6 wel? (Q)}

ol \;V; (Q) désigne le sous-espace de Wj (Q) formé des % vérifiant «/d" € L? (Q),
0<s< 1, ou ce qui revient au méme, ‘la fermeture de D (Q) dans Wy (Q)

lorsque s == %, o0 < s< 1. La généralisation de cet exemple permet d’éten-
[

dre au cas p==2 une partie des résultats de Triebel [4].
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