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Elettromagnetogasdinamica. — Su//’equilibrio relativo di wuna
massa di particelle elettrizzate (elettroni) soggetta alla propria gra-
vitazione ed wuniformemente rotante intorno ad wun asse ™. Nota di
Tino ZruLl, presentata @” dal Socio C. AGOSTINELLI

SUMMARY. — In this paper we state the equations for the relative equilibrium of a
mass of charged particles (electrons) subject to its own gravitation, uniformly rotating
around an axis. Then we examine some particular cases.

1. — In questa Nota vengono stabilite le equazioni dell’equilibrio rela-
tivo di una massa di particelle elettrizzate (elettroni) soggetta al campo elet-
tromagnetico indotto ed alla propria gravitazione, uniformemente rotante
intorno ad un asse, nell’ipotesi che le particelle siano in agitazione termica
e che l'effetto degli urti sia equivalente ad una pressione isotropica. k

Si considera in particolare il caso in cui la massa elettronica riempia un
cilindro circolare indefinito e quello in cui la rotazione ¢ nulla. In que-
st’ultimo caso si dimostra la possibilitd di configurazioni di equilibrio sferi-
che e si ha un’equazione analoga a quella di Emden dell’equilibrio stellare,
suscettibile di integrazione numerica.

2. — Riferendoci al moto medio stazionario di una massa di particelle
elettrizzate e precisamente di una corrente di elettroni, poiché in questo caso
gli elementi del campo elettromagnetico e quelli del moto saranno indipen-
denti dal tempo, le equazioni da considerare sono (cfr. [1]):

(1) rot E=o0, (5) div (w) = o,
(2) rot H + evo = 0, ©6) ev(E+ovAp H)+mikgradv=
(3) divH =o, = mv grad U,
(4) divE+—:—v=o, (7) AU = — 4 wGmv,
0

dove E, H sono i vettori che rappresentano il campo elettrico ed il campo
magnetico indotti, v ¢ la velocitd media delle particelle elettroniche, v la densita
elettronica(nﬁmero densita), —e la carica ed 2 la massa di un elettrone; g, gy
sono la costante dielettrica e la permeabilitd magnetica nel vuoto; 7, & una
velocita (costante) connessa con l’agitazione termica e 1’azione dovuta agli
urti degli elettroni; U ¢ il potenziale delle forze di mutua attrazione newto-
niana delle particelle e G ¢ la costante di attrazione universale.

(*) Lavoro svolto nell’ambito del gruppo di ricerca del Comitato per la Matematica
del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
(¥*) Nella seduta dell’r1 dicembre 1971.
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Se ora supponiamo che la massa elettronica sia uniformemente rotante
intorno ad un asse z, con velocitd costante ®, con riferimento a coordinate
cilindriche 7, ¢, 2, sard v = wr2grad ¢ e quindi divv = 0. L’equazione di
continuita (5) porge allora
® gradevzwg—;=o.

La densita elettronica sara dunque indipendente dall’anomalia ¢ e la distri-
buzione sara simmetrica intorno all’asse z. Supporremo allora che tutti gli
elementi del campo e del moto siano indipendenti da .

L’equazione (1) mostra che per il campo elettrico esisterd un poten-

ziale ® e quindi E = grad @®. La (4) diventa pertanto

(9) Az q) - - ~§~ v,
0
e I'equazione di equilibrio (6), dopo aver diviso per ev, porge

2
my,

(10) grad ® + py wr (H,a,— H,a,) + grad log v = % grad U,

4

dove a,, a, sono i versori delle direzioni secondo cui variano le coordinate

7,2, ed H,, H, sono le corrispondenti componenti del campo magnetico.
Le equazioni (2) e (3) diventano ora

oH, oA,
<II> 827 __ arz = Tewry, (Hcp:()),

(12)

1 2 oH,

7 & VH) +—5-=o.

Quest’ultima mostra che per il campo magnetico esiste una funzione W (, 2)
tale che

1 oW 1 oW
(13) =55 » H=—F5
Sostituendo nella (11) si ha l'equazione
o (1 oW W
(L 2N T e
(14) " (r o >+ 322 ewr=y.

Indicando con V, l'operatore differenziale di Beltrami
‘ 9 (1 9 ;
(15) L o R R &

associato al As di Laplace, la (14) si scrive anche piti concisamente
(14") Vo W = — ewr?v.

Sostituendo le (13) nella (10) si ha inoltre

(16) grad%(l)—y.o oW 4

2
myy

4

logv~—%(/§:0
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che porge lintegrale

(17) (D—W)(*)W—l_.

2
mv,
4

log v — % U = C (costante).

La questione ¢ cosi ridotta alla determinazione delle funzioni ® , 7, v
ed U soddisfacenti alle equazioni (7), (9), (14) € (17). Ci si riduce facilmente
a due sole equazioni nelle incognite v e W prendendo la divergenza di ambo
i membri dell’equazione (16). Avendo riguardo all’equazione (9) ed all’equa-
zione (7) di Poisson, si ottiene cosi

(18) Ao log v + - (4 nGm —

€| (6]
—%AzW—O,
%

som) - m
che va associata all’equazione (14).
Dalla (18) si pud eliminare la funzione W osservando che sussiste I’iden-
tita (v. [2], pag. 132)
El
(19) Ay (Ae W —V, W>:%*37Vz w.

Scrivendo allora Ay W = (Ag W —V, W) + Vo W, ed applicando ad ambo
i membri della (18) 'operatore A, di Laplace, in virth della (14') si ottiene

I - e
(20) Ay A, log v -+ e (4 mGm — W) Agv +
2 02
-+ ‘%ﬂ;;) %Az 2v) + —; % <W>$ =0,

0

che & un’equazione differenziale in cui ¢ incognito il solo numero di densita v.
Se sul contorno della massa elettronica non agiscono forze esterne su di esso
sara v = o.

3. — Nel caso in cui la massa elettronica riempie un cilindro circolare
indefinito, e tutte le grandezze sono funzioni della sola distanza » dal-
I’asse, si ha:'

. 1 d
divH = — = (»H,) = o

e quindi /, = ¢[r, (¢ = cost.). In questo caso la componente #, del campo
magnetico diverrebbe infinita nei punti dell’asse. Porremo allora /, = o,
e H,=H (7). In tal caso I'equazione (2) da luogo all’unica equazione scalare
(21) AH oy

ar ’
I'equazione di equilibrio (10) si riduce alla

2

AU mYy 4 auv
(22) — T o wrH eo ;,;Iogv:ﬁz—zj,
e I’equazione (7) di Poisson diventa
1 d au
(23) 7d7<77):—47c6m.
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Inoltre la (9) porge

1 d d® e
(24) T A SRt
Apphcando quindi ad ambo i membri della (22) l'operatore differenziale
I

— d - (r ) si ottiene I'equazione

(25) m:ﬁ %%(7%logv>+%(4nGm—me—;>v+Mow(r%i£+2H>=

Derivando ancora ambo i membri rispetto ad 7, per la (21) si ha

0 LS el (e
-+ “ZZ;Z) gg(rév)+ 27\)% =0,

che ¢ un’equazione differenziale ordinaria del 3° ordine, non lineare, in cui
¢ incognito il numero di densita v.

4. — Un caso particolare notevole si ha quando la massa delle particelle
¢ priva di rotazione e quindi la velocitd media v & nulla. In questo caso si
ha, dalle (2) e (3), che anche il campo magnetico deriva da un potenziale e
I'equazione (18) si riduce alla seguente

e2

vV =0.

(27) Ay log v + = (4 nGm —

m
0 €o

In questo caso sara possibile per la massa elettronica una configurazione
sferica e detta x la distanza di una particella dal centro si avra ’equazione

BN | 2 4N
(28) preai

%(47:07%— : >eN:o,
0

€7

dove si ¢ posto V= log v. La condizione al contorno sari al solito v =0 e
. \ . 5. AN

qulnal N = oo. Inoltre sara -27 =0, e quindi —; — O per x = 0, essendo

nulla la variazione di v nel centro della sfera. La (28) & analoga all’equazione

di. Emden dell’equilibrio stellare ed & suscettibile di integrazione numerica.
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