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[321] Tino Zeuli, Sull’equilibrio relativo di una massa di particelle, ecc. SIS

Elettromagnetogasdinamica. — S u ll’equilibrio relativo di una 
massa di particelle elettrizzate (elettroni) soggetta alla propria gra­
vitazione ed uniformemente rotante intorno ad un asse(#). Nota di 
T i n o  Z e u l i ,  presentata ((*) **} dal Socio C. A g o s t i n e l l i

Summary. — In  this paper we state the equations for the relative equilibrium  of a 
mass of charged particles (electrons) subject to its own gravitation, uniform ly rotating 
around an axis. T hen we examine some particular cases.

1. -  In  questa N ota vengono stabilite le equazioni dell’equilibrio re la­
tivo di una m assa di particelle elettrizzate (elettroni) soggetta al cam po elet­
trom agnetico indotto  ed alla p ropria gravitazione, uniform em ente ro tan te 
intorno ad un asse, nell’ipotesi che le particelle siano in agitazione term ica 
e che l ’effetto degli u rti sia equivalente ad una pressione isotropica.

Si considera in particolare il caso in cui la m assa elettronica riem pia un 
cilindro circolare indefinito e quello in cui la rotazione è nulla. In  que­
s t’ultim o caso si d im ostra la possibilità di configurazioni di equilibrio sferi­
che e si ha u n ’equazione analoga a quella di Em dén dell’equilibrio stellare, 
suscettibile di integrazione num erica.

2. -  R iferendoci al m oto m edio stazionario di una  m assa di particelle 
elettrizzate e precisam ente di una corrente di elettroni, poiché in questo caso 
gli elem enti del cam po elettrom agnetico e quelli del m oto saranno ind ipen­
denti dal tem po, le equazioni da considerare sono (cfr. [ i ]):

(I) rot E — 0 , ( s ) div (vu) =  0 ,

(2) ro t f i  +  evv =  0 , (6) ev (E -f- v  A p-0 H ) +  mv\* g rad  v ==

(3) div H =  0 , =  nv) g rad  £/,

(4) div E  +  —  v == 0 , 
£0 (7) A2 U  — — 4 7TG m v ,

dove E  , H  sono i vettori che rappresentano  il campo elettrico ed il campo 
m agnetico indotti, v  è la velocità m edia delle particelle elettroniche, v la densità 
elettronica (num ero densità), —e la carica ed m la m assa di un elettrone; s0 , p.0 
sono la costante d ielettrica e la perm eabilità m agnetica nel vuoto; v0 è una 
velocità (Costante) connessa con l ’agitazione term ica e l’azione dovuta agli 
urti degli elettroni; U  è il potenziale delle forze di m utua attrazione new to­
n iana delle particelle e G è la costante di attrazione universale.

(*) Lavoro svolto nell’am bito del gruppo di ricerca del Comitato per la M atem atica 
del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta d e lP n  dicem bre 1971.
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Se ora supponiam o che la m assa elettronica sia uniform em ente ro tan te 
in torno ad un asse z, con velocità costante co, con riferim ento a coordinate 
cilindriche r ,  <p , z, sarà v =  cor2 grad 9 e quindi d iv i; =  o. L ’equazione di 
continuità (5) porge allora

(8) grad  v X u  =  co —  =  o .

L a densità elettronica sarà dunque indipendente daH’anom alia 9 e la d istri­
buzione sarà sim m etrica intorno all’asse z. Supporrem o allora che tu tti gli 
elem enti del campo e del m oto siano indipendenti da 9.

L ’equazione (1) m ostra che per il campo elettrico esisterà un poten- 
ziale <D e quindi E =  g rad  ®. L a (4) d iventa pertanto

(9) A2 O =  — —  v ,
e0

e l ’equazione di equilibrio (6), dopo aver diviso per ev, porge
2

(10) g rad  ® +  [x0 cor (Hz ar —  H r az) +  ——  grad log v =  —  grad  U,

dove ar , az sono i versori delle direzioni secondo cui variano le coordinate 
r , z, ed H r , H z sono le corrispondenti com ponenti del campo magnetico. 

Le equazioni (2) e (3) d iventano ora

( u )  =  n ,  ( f f9 =  ó),

( - )  ^ ^ 4  =  o .

Q uest’u ltim a m ostra che per il campo m agnetico esiste una  funzione W  ( r ,  z) 
tale che

i  dW  
r d rO3) h  =  1 dW

r r  Sz H .  =

Sostituendo nella (i i) si ha l ’equazione

/  -  j  S l i d  W \  . d2 W  ,

Indicando con V2 l’operatore differenziale di Beltram i

/ j  Y7 d /  I 3 \  . d2   32 I d I d2
 ̂ V2 ~  dr \ r  dr ) ' ~dz* =  ~dr* ~r ~dr ~dz? ’

associato al A2 di Laplace, la (14) si scrive anche più concisam ente

(14O V2 W =  ■— é?cor2 v.

Sostituendo le (13) nella (io ) si ha inoltre

(16)
mv̂

grad IO  —  pi0 co W  +  —~  log v m u\ =  o
* S
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che porge l’integrale
2

(17) O — n o t ì l F I  — l o g v -  — U =  C (costante).

L a questione è così rido tta  alla determ inazione delle funzioni ® , W, v 
ed U  soddisfacenti alle equazioni (7), (9), (14) e (17). Ci si riduce facilm ente 
a due sole equazioni nelle incognite v e W  prendendo la divergenza di am bo 
i m em bri dell’equazione (16). A vendo riguardo all’equazione (9) ed all’equa­
zione (7) di Poisson, si ottiene così

(18) A2 l o g v + — (4 « G«  — — ) v — Ü ^ A 2 Ï F = o ,
Vq V 1 m v\

che va associata all’equazione (14).
D alla (18) si può elim inare la funzione W  osservando che sussiste l ’iden­

tità  (v. [2], pag. 132)

(19) A2 (A2 W  —- V2 W) =  4  V2 W.

Scrivendo allora A2 W = ( A 2 W ■— V2 W)  +  V2 W,  ed applicando ad am bo 
i m em bri della (18) l’operatore A2 di Laplace, in v irtù  della (14') si ottiene

(20) A2 A3 log v +  ~  (4 7xGm —

+  ■

£0 m

IA2 (r2 v) +  — —  (rv)|

A2v +

=  o ,

che è u n ’equazione differenziale in cui è incognito il solo num ero di densità v. 
Se sul contorno della m assa elettronica non agiscono forze esterne su di esso 
sarà v =  o.

3. -  Nel caso in cui la m assa elettronica riem pie un cilindro circolare 
indefinito, e , tu tte  le grandezze sono funzioni della sola distanza r  dal­
l’asse, si ha:

div  flr =  7- J r  (rHr) =  o

e quindi H r == c/r, (c =  cost.). In  questo caso la com ponente H r del campo 
m agnetico diverrebbe infinita nei punti dell’asse. Porrem o allora H r =  o, 
e H z =  H (r).  In  tal caso l’equazione (2 )'d à  luogo all’unica equazione scalare

dH(21; j =  eiùrv,dr

l ’equazione di equilibrio (io ) si riduce alla

(22) dO m v l d m
n r  +  n o u rz r  +  —  lo g v — —

e l’equazione (7) di Poisson diventa

(23) L Â - ( r Æ \  =
r  dr  \  dr ) 4 izGm .

dU_ 
dr ’



5 i 8 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Voi. LI -  dicembre 1971 [324]

Inoltre la (9) porge

(24) r  dr \ dr J v .

A pplicando quindi ad am bo i m em bri della (22) l ’operatore differenziale 

— -Jb- (r ) si ottiene l’equazione

mVr. T J
(25) — 5- - 4 - ( r rf logv) +  - ( 4 ^ - - ^ ) v  +  (,0 co( d H  . r  —7-— b 2 / / 1 =  o.£ r  dr \ dr  V 1 £ I*1- " ^ £n } ' 1 \ '

D erivando ancora am bo i m em bri rispetto ad r> per la (21) si ha

(26) d  ; i d
dr ì r  dr [r  ~dr l o ^  V)  " V  (4  llG m  ~  

+ j^ T  U v) +  2rvj  =  O,mv ( ar  )

V +

che è u n ’equazione differenziale ordinaria del 30 ordine, non lineare, in cui 
è incognito il num ero di densità v.

4. -  U n  caso particolare notevole si ha quando la m assa delle particelle 
è p riva di rotazione e quindi la velocità m edia v è nulla. In  questo caso si 
ha, dalle (2) e (3), che anche il campo m agnetico deriva da un  potenziale e 
l’equazione (18) si riduce alla seguente

(27) A2 logv - \ - -L -L nGm  — f l - \  v =  ° .
vn V Eom '

In  questo caso sarà possibile per la m assa elettronica una configurazione 
sferica e detta  x  la distanza di una particella dal centro si avrà l’equazione

(28) d 2N  _2_ dN_ _i
d x 1 x  d x  7/ 4 nGm e* 

s0 m ^N =  o ,

dove si è posto N =  log v. L a condizione al contorno sarà al solito v =  o e

quindi N  =  00. Inoltre sarà =  o, e quindi =  o per x =  o, essendo

nulla la variazione di v nel centro della sfera. L a (28) è analoga all’equazione 
di E m den dell’equilibrio stellare ed è suscettibile di integrazione num erica.
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