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Fisica matematica. Soluzioni lineari per la propagazione del
calorve in fluidodinamica relativistica. Nota di Guy BorLLaT e
Tommaso Ruceeri ), presentata ™ dal Corrisp. C. CATTANEO.

SUMMARY. — We look for simple waves and for solutions with separate variables of
the linearized equations for heat propagation with finite velocities. We compare the results
with the classical ones.

1. EQUAZIONI LINEARIZZATE

Nell’ambito della fluidodinamica relativistica, I’equazione di Fourier
¢ stata modificata per ottenere velocitd finite per la propagazione delle onde
di calore [1] [2] [3].

Per un fluido perfetto (» = R# 0) politropico si pud prendere [3],

©) Q'+l Ve Q* = — y Rry® Vo (By) (1 = cost. > 0)
dove
QL'=gu+¢ (g, u=0)
¢ il quadrivettore corrente di calore.
Alla (1) si associano le equazioni di campo:
(fu* — 7%) Va uP — Yua [0 p + 7a¥ VY (70‘/7)] =0,
7021 3, S = Vy¢* + ug u* V, ¢P,
Vo (ru™) = 0
dove y*=g® —u*uP ed 7, p,S e 0 sono rispettivamente la densita, la pres-
sione, l'entropia e la temperatura, e con f (7f = p -+ p) I'indice del fluido [4]-
Supponiamo che tutte le variabili del campo subiscano piccole varia-

zioni a partire da uno stato costante che si indica con I’indice zero. Allora
le equazioni linearizzate diventano:

(2) 70005 +V -7 =o0,

(3 mh§+Vp+?=m

@ 7+ 97 = — 1 Rro (VO -+ 0y0),
(5) F+rnV-u=o,

©® g+xg=o

—_ —_ o
con u,=g,=0¢€ g,=0.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Contratti di ricerca matematica del
Consiglio Nazionale delle Ricerche.
(*¥¥*) Nella seduta dell’11 dicembre 1971.
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Se si fa la divergenza delle (3) e (4) e si tiene conto delle rimanenti
equazioni, si ottiene: -

x ROy 7+ %70 00S + 79 0pS = x Rrg AD,
fo# 479008 = Ap.

Scegliamo come variabili indipendenti 7 e 0, tenendo conto che S, = — R/r
e Sq = C,/0, si ha:

) 7 (0—23 A0) + 6 — 23 (Bp/ro) » = o,

(8) 6 —23 A0 4 (7 —2{ A7) (o7 C,) = 0

avendo indicato con A; = Ypolpp € A=y —1 (y = C,/C,) le velocitd di
propagazione delle onde di discontinuitd [3].

2. ONDE PIANE

Cerchiamo una soluzione di (7) e (8) del tipo
© r=r(@) , 0=0(

con
Q= x—M\.
Dalla (8), si ottiene,

(10) 02— r = — (R Culoe) 32 —22) 0 + Co -+ cost.

(dove & necessario porre C=0 in modo che 7 ¢ 6 si mantengano sempre piccoli).
Da (7), tenendo conto di (9) e (10), si ha,

(11) 0" + £0' = o,
con

22 A2
(12) h— | ( )

X 0= (F—2))
dove

A, = YY2ol7o fo

¢ la velocita del suono ed ¢ interessante notare come essa appaia spontanea-
mente in 4. '
Pertanto la soluzione della (11) &:

(13) ' 0 = C, + Cy e—*o.

Notiamo che £ non ¢ funzione lineare di A e per piccoli valori di esso assume
I’aspetto,

(14) £ =2C,[xR

che corrisponde al caso parabolico di. Fourier.
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La (13) dovendo convergere all’infinito comporta che per x>0 e #>o0
si abbia A <0 e 2> 0 ovvero per la (12),

M <A <A
oppure
|| >2s.

A differenza del caso classico (14) A e £ hanno sempre il medesimo segno.

3. UNA SOLUZIONE A VARIABILI SEPARATE

Cerchiamo adesso soluzioni di (7) e (8) del tipo,

(15) r=X@T@® , 0=E@T@®.

Moltiplicando per y la (18) sottraendo da (7) e tenendo conto della (15) si ha,
T 9 X' 7‘? T 7, £\

(16) T—le—}—TT(I—)\:‘éO Y>—O'

Derivando rispetto a x e ¢, si ottiene,
(17) (T/Ty E/X) =o.

E facile vedere che entrambi i casi verificanti la (17) (tenendo conto
di (16) e della (7)) portano a soluzioni accettabili (convergente all’infinito)
per » del tipo,

r=(ae™™ + 6™ | ot >1 42
) —Wxq —oXt 2 2
7 = [a cos (wx + o) + be” ] e , o <1412,
essendo. p?, v2 ¢ — w? radici dell’equazione,

W —oof 1+ M0 — T +W)]e—F N0+ 22 —oy?) =o,
che ha per discriminante A,
Afs® = [’ 03 — &) + 1 — 1 + 40 >o.
Casi particolari:

Se oy2 <1, allora p=~o ed o? = 6C,)/R e la soluzione per 0 & della
forma,

0 =~ [Cl cos ( GTC’ x + oc) + Cz] e—ox,
ritrovando cosi il caso classico.

36*
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Se invece, di contro, si suppone oy2 > 1 si ha,

~ X =~ %X
@:7\1 ’ Y

e la soluzione & del tipo,

0 = (ae=@UM* | po—(ox/A)%) g—oxt

che come si vede & data dalla sovrapposizione di due onde piane con velocita
di propagazione —Ai; e — ;.
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