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Termoelasticitd. — Suz potenziali termoelastici. Nota @ del Socio
CATALDO AGOSTINELLI.

SUMMARY. — In this paper the Author considers a differential equation that appeared in
a previous work on the theory of thermoelasticity and he assigns a new form of potential
functions for its integration.

1. In due Note precedenti pubblicate in questi Rendiconti @, e in una
Memoria in corso di stampa nella Rivista « Meccanica » ®, considerando il
problema della propagazione di onde termoelastiche in un mezzo omogeneo
isotropo, sono stato indotto alla considerazione dell’equazione differenziale

0 st 3 s r o

nellincognita ¥. In essa Ag ¢ l'operatore di Laplace; Q & la quantita di calore
generato dalle sorgenti nell’'unitd di tempo e per unitd di volume, distribuite
con continuita in una regione S del mezzo elastico; £ = Ar/C, p, essendo
At il coefficiente di conduttivita termica, C. il calore specifico a deformazione
costante, p la densitd del mezzo; la costante y & uguale a (3 + 2 ) «, dove
A e p sono le costanti di Lamé ed o & il coefficiente di dilatazione termica
lineare; infine a2 = (A + 2 w)/p ¢ il quadrato della velocitd delle onde elasti-
che pure longitudinali.

Per l'integrazione di quella equazione mi ero servito di nuove funzioni
potenziali che avevo chiamate fermoelastiche.

2. In questa Nota mi propongo ora di assegnare una nuova forma pil
espressiva di dette funzioni potenziali.
Per questo incominciamo a considerare I’equazione
32
LAY =
(2) (82‘2 a Az)sz——O,
e osserviamo che due soluzioni di questa equazione, funzioni della di-
stanza » di un punto P da un punto M variabile nel volume S e del

(*) Presentata nella seduta del 13 novembre 197I.

(1) C. AGOSTINELLI, Swila Ppropagazione di onde termoelastiche in un mezzo omaogeneo
isotropo. Note I'e II. « Rendiconti dell’Accademia Naz. dei Lincei », 50, 1° sem., fasc. 2 e 3
(1971).

(2) C. AGOSTINELLL, Sulla teoria della termoelasticita e su alcuni recenti contributi.
«Meccanica », giornale del’A.LM.ET.A., Vol. 6, N. 4 (1971).
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tempo #, sono ®

amt oo z)a . fnm o
0

0

(3)

)

vzzéfrdrjr(bz(M,t-i—%)dr , [A202=%®2<M,z‘—|—%>
i 9

con @; e ®, funzioni arbitrarie degli argomenti indicati fra parentesi. Consi-

deriamo inoltre 1’equazione

@ (Az_%a—i)sz:s:O,

/

la quale, in base alla teoria del calore, porge l'integrale
“+ 00
(5) A2713:——I:'[(P(M,?’—[—Z%VE-)E_“ZCI%,
rVx :

- 00

con ¢ funzione arbitraria dell’argomento » + 2« J4¢, e di M; quindi

4 14 +00
6 vg=-—— | dr | dr @ (M ,r 4 2uYkt) e du.
c VTC Ve
0 0 —00

Introducendo per semplicitd gli operatori
3 o
(7) Vazgz?‘—'azAz y Vk:Az_—;‘BZ’
si ricava dalla (3;)
I ’ ’ ?? 7 a? 7
V,,Z)1=7Jd7’f~§ﬁ¢)1<M,f—;)d?"———r-q)l (M ,f'—7>=

0 0

ciog¢
®) Vorr=—"20 (M, + a0y (M, 5),

dove T'apice indica derivazione rispetto al tempo.

(3) Cfr. C. SOMIGLIANA, Swui potenziali ritardati, « Rendiconti Circolo Matematico

Palermo», 25 (1908).

di
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"Analogamente

©) Vovy=— 20y (M, £) — a®y (M, 2).

Dalle (8) e (9) segue

ViVoor =2 Oy (M,H)— %0 (M, 2)

(IO) a? a z.
Vévavzzz;Qé(M,f) "|"*Zq)2 (M ,f)

Dalla (6) si ha ora

+o00
(11) Vﬂ@:%fcp(l\/[,r—l—zu]/E)e‘"zdu—
rVr
v 7 :!—oo
2 s 2
— HI,T? %fdffdrj — oM, 7+ 2u k) e du.
0 0 —00
Ma

) TN % 1/
—a—fcp(M,r+gu}/,ét)~—a;~l/7 u

e con una integrazione per parti si ha

+00 40

L . T
22 o du = At , 2;2? e~ du.

or

Zoo —o0

Ne segue
7 7 ‘—I-oo
I d mn 2
7fd¢fdrj yq’(M,r—l—Zu}%z‘)-e—" du =
0 0 —0o0

»

(4 + o0
=—f—fdrjd7’_f;_ZCP(M,?’—{*Zu]/E)-e—””du:
0 0

+oo +o0
= k|2 [e @, +2utt) e du—L [0 (M, 2u k) e du—

oo

+
— oM 2% VAt ) e du§.

Qui D'apice indica derivazione fispetto all'argomento & = 2 # V4t .

La (11) porge pertanto

| +c0 o0

%J@(M ,2u kt) e~ du +j<p’(M,2u}/E)e—"’du
—00

(12) Vo3 ==
Vr
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e applicando a questa l'operatore V, si ottiene

(13) V. Vivs =V, V, 05 =
. 400 +o00
™

Sommando le (10) e (13) abbiamo
(14) ViVe (@1 + 05 + o) = 2 DM, £) —

— SOOI (M, 8+ @ (M, ) + % 05 (M, 2) +

+oo Foo
+V—‘:§% Jcp(M zuv,éz‘)e—”“du—l—fcp(M 2 0 VA2 ) e~ daf.

Se ora vogliamo che sia

(IS) Vkva<yl+02+v3>E<A2_%a)(;2 —a? A2>(711+7}2+7}3)_07

dobbiamo porre
+o0

é [(I)l(M £) 4+ Ody (M, l‘)]"|“v¥ 9; j&p(M,quE)e—“’d%:o

—0o0

+o0o

[@2(M £ — @7 (M, z)]+v_ a;fcp’(M,zu)/E)e—“zduzo,

e quindi
+o0
VW ;lfcp(M,zu}/E)e‘“zduzo
(16) +w_°°
Dy (M, £) — Oy (M, z‘)—l——V—Jcp(M 2ufE) e du=o,
dalle quali si ricava
+oo
O, M, )= ——* aJcp(M 20 VA ) o= du +
222 Vrm
400
-+ £ fcp’(M\,qu'E“)e-"zdu
ZCZVTE .
(I7> - +00
é 9 T2 el -
(DZ(M,z‘):—Wﬁfcp(M,zu}/éz‘)e du
+00

— fcp’(M,zu}/E)e—““du.
ZﬂVTC
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3. Cio premesso assumeremo per la funzione ¥ soddisfacente alla (1)
il valore

(18) ‘F=V1+V2—]—V3=f(’01+7/2—l—03)d5=

_J fdr

V jcp(M 7’—!—2%}%2‘)6‘““du§

O (M, 2 —2) + 0 (M, 2+ 2) +

essendo

(19) V,-:fvidS, f=1,2,3),
§

e dove l'integrazione ¢ estesa al volume S descritto dal punto M. Poiché le
funzioni v, definite dalle (3) e (6) sono regolari per » — o, in virth delle (8),
(9) e (12) abbiamo le relazioni

Vavlzfvﬂl.(ﬁ,:J 3_%2@1(1\/1,;) —|—ad>’1(M,t)$dS
S

S

(20) vavzzfvayz.dszﬂ__“}% (M, ) — a® (M ,z)gds

S S

+00 )
Vévgzjvévsd5=véf$f<p(1v1,quE)e—uﬂdu+
"
S S —00

+00 :
—I—%defcp’(M,zu}/E)e‘“zdu,
S —00

che sono valide in tutto lo spazio.

Dalle (20), applicando il teorema di Poisson, si deduce che nei punti P
interni al volume S risulta

ViV.Vy = 4 7a2 @, (P, #) + % f(DI(M H> 4oy, ds
S .
V:V.Vy = 4 ma? @, (P, z)+ fq)zovl HL 42 fcbz(M £ ds

+00
2 _
V Vkv?) Vév V3 V%%fgaa? (P(M,Z%Vlét)_e"u“d%_’“

“+o00 +o0
+4ma? | o (P, 2u kbt e~ du 4 dS— M, 2u)bt)e* du
31,‘2_

—0 S —co
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e quindi
+oo

Ve Vo (V1+ Vo4 Vi) =4 na2 { D, (P, £)+ D, (P, ¢>+V%J o(P,2u YAt ) e d%% +

o [dS ) 0L ) — SO+ LMD+ S0, )

+00 “+ o0
2 —_—
+V%; atzjcp(l\/[ zuwe:)ew*dwv_ &ﬂjcp’(M,qu,ét)e““’dug,

cio¢, tenendo conto delle (16), e ricordando la (18), abbiamo
400
(21) VkVa‘FZA,aZ}/n_g——fz atfq)(P 2u YAt) e du +

400 .
-}—fcp (P,2u Vht)e du%.

Confrontando con la (1), che si pud scrivere semplicemente
(1) ViV, ¥ = Q®,9),

si ha che la funzione W espressa dalla (18), nei punti P interni al volume S
soddisfa a questa equazione, se la funzione ¢ & tale che

:!—oo
(22) —442]/77§%9%J@(P,ZuVE)e*“*du—

o0 :
———Jcp(P,zu ]@?)e‘”“du% :ﬁQ(P,t).

Posto
/:*-oo
(23)’ g®, b= ) o (P, 2u kt) e du,
Pequazione (22) si pud scrivere
24) FE@H—Fe®=——L 0@,
ot g ) ,é g ) 4,év

che porge facilmente la funzione g, e quindi

R | :
(23) J o (P, 2uVkt) e du = — ﬁ PaLL J e=@BtQ (P, £) dz.

T

—o0
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Concludendo si ha: Determinata la funzione ¢ mediante [inversione
dell'integrale (25), la funzione YV espressa dalla (18), dove le fumzioni @
e O3 sono date dalle (17), nei punti interni al volume S verifica I'equazione (1),
mentre nei punti esterni, ove ¢ Q = 0, verifica ['equazione omogenea corri-
Spondente.

E opportuno osservare che nei lavori citati in (1) e (2) la questione era
stata ridotta a determinare una funzione f (P, 2 » J4#) tale che

“+o00
_ff(P,zu}/E)e*“zdu=~— = PMQ(P ).

In questo nuovo procedimento in virtl della (25) la funzione ¢ ¢& legata alla
funzione f dalla relazione

+oo t 400
J (P, 2 u V&) e~ dus = - et ( o~ @t df J F(P, 2 u k) e~ du
—00 OV —00

e reciprocamente

+o0 oo
ff(P, 2u VIZZT> e~ dy = 'éa_azfcp (P’ 2 VZZ) o= dy —
j—oo
~a2j o (P2 u ) e du.

Osserviamo ancora che il primo membro dell’equazione (25) & diverso da zero
per ¢ funzione pari di #, e quindi funzione pari dell'argomento 2 2 V42. In
tal caso la @' (M, 2% J4¢) & funzione dispari dell’argomento 2u ¢, linte-

+oo
grale fcp’(M , 2% JAt) e~ du, & identicamente nullo e le (17) porgono pil
semplicemente

+o0
O (M, )= Oy (M, )= ——F 2 fcp(M 20 VB ) e du,
282V
cio¢ per la (23)
12
0 2 2
D (M H= D0 (M, ¢ = —_aZYTc—p)\ = e /k)t/e—(a mtQ (M , £) de,

0

che da direttamente i valori delle funzioni ®; e ®y per mezzo del calore Q
generato dalle sorgenti.
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La (18) diventa infine

‘P’=[$[d7/dr
S 0 0

a2? » t+(r/a) +00
+ e_;(t+7\)je—(“2/k)"Q M, 7)d=| + Vé/cp (M, 7+ 2uVkt) e dul,
. i

0 —o0

‘t—(r/a)

2 [e%(’"‘:“) J e~@hTQ (M, 7) dr +
0

__Y“__ -_—
8a?mphr Of

che ha una forma analoga a un potenziale newtoniano di volume e pud essere
chiamato potensgiale termoelastico. In essa la funzione ¢ & definita in termini
del calore @ delle sorgenti, dall’inversione dell’integrale (23).



