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Term oelasticità. —■ S u i potenziali termoelastici. N ota (#) del Socio 
C a t a l d o  A g o s t i n e l l i .

Su m m a r y . ■— In this paper the Author considers a differential equation that appeared in 
a previous work on the theory of thermoelasticity and he assigns a new form of potential 
functions for its integration.

1. In due Note precedenti pubblicate in questi Rendiconti e in una 
Memoria in corso di stampa nella Rivista « Meccanica » <2>, considerando il 
problema della propagazione di onde termoelastiche in un mezzo omogeneo 
isotropo, sono stato indotto alla considerazione dell’equazione differenziale

neirincognita \F. In essa A2 è l’operatore di Laplace; Q è la quantità di calore 
generato dalle sorgenti nell’unità di tempo e per unità di volume, distribuite 
con continuità in una regione 5  del mezzo elastico; k =  Xt/Cs p, essendo 
Xt il coefficiente d i conduttività termica, Cs il  calore specifico a deformazione 
costante, p la densità del mezzo; la costante y è uguale a (3 X +  2 p.) oc, dove 
X e [A sono le costanti di Lamé ed oc è il coefficiente di dilatazione termica 
lineare; infine a2 =  (X +  2 p,)/p è il quadrato della velocità delle onde elasti
che pure longitudinali.

Per l’integrazione di quella equazione mi ero servito di nuove funzion i 
potenziali che avevo chiamate termoelastiche.

2. In questa Nota mi propongo ora di assegnare una nuova forma più 
espressiva di dette funzioni potenziali.

Per questo incominciamo a considerare l’equazione

(2) ’  tf2 A2j A 2z' =  o,

e osserviamo che due soluzioni di questa equazione, funzioni della di
stanza r  di un punto P  da un punto M  variabile nel volume S e del (*)

(*) Presentata nella seduta del 13 novembre 1971.
(1) C. A g o stin e lli, Sulla propagazione di onde termoelastiche in un mezzo omogeneo 

isotropo. Note Le II. «Rendiconti dell’Accademia Naz. dei Lincei», 50, i° sem., fase. 2 e 3
(1971).

(2) C. A g o st in e lli, Sulla teoria della termoelasticità e su alcuni recenti contributi. 
«Meccanica», giornale dell’A.I.M.E.T.A., Voi. 6, N. 4 (1971).
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tempo t, sono <3>

A2 Z>1 =  — #1 (H  , t — —)

^2 v 2 — — <»2 (M , t +  ,

con e <t>2 funzioni arbitrarie degli argomenti indicati fra parentesi. Consi- 
deriamo inoltre l’equazione

(4) (A2~ t Ì ) A3Z,3 =  °>

la quale, in base alla teoria del calore, porge l’integrale
+ 0 0

(5) A2 v 3 =  —-ì=r- f  cp (M , r  +  2 u ijkt ) e~u% d u ,
r l i z  J

— 0 0

con <p funzione arbitraria dell’argomento r  +  2 u f k t ,  e di M; quindi
r r + 0 0

(6) vs =  -T j d r j d r  j  cp (M , r  +  2 ^  f k t )  e~^ du.
0 0 — 0 0

Introducendo per semplicità gli operatori 

®  V. =  | - ~ ^ A 2 . . =

si ricava dalla (3X)
r r

0
cioè

(8) V*zq =  — — <!>! (M , 0  +  (M ,*),

dove l’apice indica derivazione rispetto al tempo.

(3) Cfr. C. SOMIGLIANA, Sui potenziali ritardati, « Rendiconti Circolo Matematico di 
Palermo», 25 (1908).

v' = y j  d r J  ° i  (M ’ * ~ i r ) dr

(3)
0 0

2̂

r r

T  j  dr J °3 (M ’ * +  v) dr
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Analogamente

(9) V ^ 2  =  - —  ® a ( M , 0  —

Dalle (8) e (9) segue

(io)
V, l a v x =  ~  Oi (M , f) —  4  «Di' (M , t)

( M , 0  +  - ® i ' ( M , 0 .

Dalla (6) si ha ora
+ 0 0

(11) V* V3 =  —~  f 9 (M . r  +  2 u ijkt ) e~u% du —
r  Ktc J

— 0 0

r r - f  0 0

---- -----  — j  dr j  dr j — 9 (M , r  +  2 u f kt ) e~u* d u .
0  0  — 0 0

Ma

9 (M , r  +  2 u ik t  ) =  ^  j / -

e con una integrazione per parti si ha
+ 0 0  + 00J w e~*udu = ikt \

• u

d u .

Ne segue
r r + 0 0

— j  dr j dr j  — 9 (M , r  +  2 u ^ k t ) -  e~u* du ■
0  0  — 0 0

, r r + 0 0

— ~ j  dr J  dr j  9 (M , r  +  2 u f  kt ) • e~u* du
0 0  —00

+ 0 0 +00

=  ^ j J  ^ ^  ’ T 2 U  ̂e~U% ^U — ~r J ^ (M > 2 ^ —
— OO — <X)

! +  00

— J  9 ' (M , 2 ^  ^kt ) e~u% d ^ j .
—00

Qui l’apice indica derivazione rispetto all’argomento £ — 2 u ^ k t .
La (11) porge pertanto

4-00 4-00

(12) v* vz — —- j — J  9 (M , 2 u  y yè/.) du J  9' (M , 2 ^  y>è/ ) d^j
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e applicando a questa l’operatore Va si ottiene 

( r3) Va V*Va ■= V i Va #3 =
+  00 +00

=  —  ~  j ~  j  <p (M , 2 u f k t )  e- “2 du  +  J 9' (M , 2 u i l i )  e~“3 du
—  OO - O O

Sommando le (io) e (13) abbiamo

( h )  V* Va (vi +  2̂ +  v%) — (M , t) —

+ ÖO +OO7̂ \V J ? (M > 2 u ikt ) e~u' du + J  9 ' (M , 2 u ik t  )I i ^  I i 
Vw I r

Se ora vogliamo che sia

(IS) Vk Va{v1 +  v^ +  vz) ^ {  A2 —

dobbiamo porre

l du .

a2
JT

+00

i j (V1 +  v 2 +  ^3) — 0 >

[®k (M , ï )  +  Ok (M , *)] +  ~  J  9 (M , 2 « i t e  ) d^ =  o
— OO 
+ OO

[<I>2-(M ,Y) — ®ï (M ,t)] +  — - - â̂" J* 9̂  (M , 2 u ^kt ) £~^2 =  o,

e quindi
+00

® i(M  , t) +  <D2(M , t) -f — — j  9 (M , 2 u ^kt ) e~u% du =  o

(16)

<D2 (M , /) — ®X(M , Z) +  I 9' (M , 2 « i k t  >*-«■ d^ =  o,
a ln  J

— OO

dalle quali si ricava
+00

® i(M  , t )  =  — ----~  -  L ( M , 2 «  i t e )  e- 2 du +
2 a2 V 7ÏÏ ^  J

( r7)

+ OO
ĵ pr- J* 9' (M , 2 ^  ) £“*2 du

+00

0 2 (M , 0 9

2 #2 y7T ^
— OO

+00

k

-7TT I 9 (M , 2 ^  y&f ) é?“*2 d^

2 Æ
—  J  9' (M , 2 ^  ]/>è/ ) £ -“2 d ^ .
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3. Ciò premesso assumeremo per la funzione Y  soddisfacente alla (1) 
il valore

(18) Y  =  Vx +  V2 +  V3 =  J  (vx +  v2 +  z/3) dS =
s

r r

= / / d" / ^  h  (m  t ) + !m  • ' + - ) +
S 0 0

+00

+  y=r j  9 (M , r  -{-2 u ik t  ) e~u% d^j
— oo

essendo

( J9) V,- =  J  »,• d S , (z =  1 , 2 , 3 ) ,
s

e dove Fintegrazione è estesa al volume 5  descritto dal punto M . Poiché le 
funzioni definite dalle (3) e (6) sono regolari per r -> o, in virtù delle (8), 
(9) e (12) abbiamo le relazioni

V« v x =  j  v .  »! • dS =  j  I — —  ®! (M , t )  +  a®i (M , 0  j dS
s s

(20) VaV2=J Va v2 • dS =  j j— - ^- ®a (M ,/) — , / )|  dS
s s

+  00

V ,V 3 =  | v , » 3 dS =  —  J  —  J  <p ( M , 2 * y F )  e-»‘ du +
S S -oo

+  00

+  J  dS J  9' (M , 2 ^  ]/iè/ ) é?~“2 d ^ ,
S —oo

che sono valide in tutto lo spazio.
Dalle (20), applicando il teorema di Poisson, si deduce che nei punti P  

interni al volume 6* risulta

V, V« Vx =  4 ™ 2 ®1 (P, t) +  —  J  d>! (M , t) dS

/ Oï (M , t) dS

V,V aV2 =  4 ™2 < M P ,0 + 4 - j  —  + -  [ ^ ' ( M . O d S
s s

+ ° o

v«v,v3 = y*v«v3 = ~  j J-— — J9(M,2^1/F)^sd« +
S —00

+00 +00

j  9 (P, 2 ^ f/è/ ) e~u2 d^ +  I dS j* 9' (M , 2 ^ ) £-"2 d^j+  4 7T<22
—00
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+00

e quindi

V ,V ,(V 1+ V 2 +  V3) = 4  na2 |<E>i(P, 0  + 0 2(P, /) +  ~ J  <p(P, 2 u ]kt ) é?-“’d«j +
—  OO

+  J  dS j— OxCM , /) — I  OÏ(M  , 0  +  —  <D2(M ,.*) + ^ ® 2  (M , 0  +
S

+  00 4- 00

4- 7=“ j  ? ( M > 2 u t £ 0 * ~ u’ d u  +  ^ ~ & r j  < ? ' ( M , 2 u 1 k t ) e - ’‘* d u \ ^ >
— OO — OO

cioè, tenendo conto delle (16), e ricordando la (i 8), abbiamo
+ oo

(21) V , V . T  =  4 « 2 y ^ j — ± . ±  j<? (P>2u i k ï ) e ~ “°du +
—  OO

+  oo

+  I 9 (P, 2 ^  \̂kt ) d^l  .

Confrontando con la (i), che si può scrivere semplicemente 

0 ') Vi Va 1F =  Q (P , t ) ,

si ha che la funzione Y  espressa dalla (i8), nei punti P  interni al volume 5  
soddisfa a questa equazione, se la funzione 9 è tale che

+00

(22) - 4 a2 I —  — j  9 (P, 2 u  y kt  ) e~M% du —

4-00

9 (P, 2 u ykt ) e~u% dui =  Q (P, t) .
) P̂ t

Posto

(23)*

4-00
r

g  (p > 0  =  j ? (P, 2 u l k t )  e- u2d u ,

liquazione (22) si può scrivere

(24) ^ f ( P . O - T ^ ( P . O  =  -^  & K ,  ̂ 4 /è Vît pXT

che porge facilmente la funzione £*, e quindi

Q ( P , 0 ,

4-00

(25) I 9 (P, 2 u p t )  e-«‘ àu = ---------^ e-W )t Q (p, *■) d/f.
J 4 kVn pXT J

0
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Concludendo si ha: Determinata la funzione  9 mediante Pinversione 
dell'integrale (25), la funzione  Y  espressa dalla (18), dove le funzion i ®i 
e ®2 sono date dalle (17), nei pun ti interni al volume S  verifica Vequazione (1), 
mentre net punti esterni, ove è Q =  o, verifica Pequazione omogenea corri
spondente.

E opportuno osservare che nei lavori citati in (1) e (2) la questione era 
stata ridotta a determinare una funzione /  (P, 2 u ^kt ) tale che

+00

j f  (P, 2 » W )  e -  d* =  — - i = -  Q (P, /).
— OO

In questo nuovo procedimento in virtù della (25) la funzione 9 è legata alla 
funzione f  dalla relazione

+00 t  +00J 9 (P, 2 u ^jkt ) e~u* du =  — e |* £-(«2/̂  dt j  f  (P, 2 u ]/>kt ) e~u* du
— OO 0  -0 0

e reciprocamente

+  00 4-00

j  f  (P, 2 u fk t  ) e~u2 du =  k —  j  9 (P, 2 « ) è?“**2 d^ —
—00 , -00

4-°°

— OO

Osserviamo ancora che il primo membro dell’equazione (25) è diverso da zero 
per 9 funzione pari di u, e quindi funzione pari dell’argomento 2 u k t . In 
tal caso la 9 ' (M , 2 u ^ k t)  è funzione dispari dell’argomento 2 u ^k t, l’inte-

4 fO o

graie j  <p' (M , 2 u ^kt ) e~u* du, è identicamente nullo e le (17) porgono più
—00

semplicemente
4-00

®i (M jj t) =  O2 (M , t) = ---------------— f  9 (M , 2 ^  ^kt ) d ^ ,
2 a2 viz J

cioè per la (25)
t

<Di (M , t) =  <t>2 (M , /) =  r —  f  e~W>* Q (M , /) dt,
Ö

che dà direttamente i valori delle funzioni <E>i e O2 per mezzo del calore Q 
generato dalle sorgenti.
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La (18) diventa infine 

T = ( — f d r  / dr j „Y —J r  I J \ 8 Æ2 7TpXT dt
S Ô 0

t — (r/a)j  r W ^  Q (M , t )  dT +
0

t+(r/a)

r C V ^ Q ^ M  , T ) d i
0

+00J  9 (M , r  +  2 u ykt ) d^
—00

che ha una forma analoga a un potenziale newtoniano di volume e può essere 
chiamato potenziale termoelastico. In essa la funzione 9 è definita in termini 
del calore Q delle sorgenti, dall’inversione dell’integrale (25).


