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Astrodinamica. — Sur Voptimisation de Ventrée des engins spa
tiaux dans Vatmosphère planétaire. Nota di A l e x e  M a r i n e s c u  

p re s e n ta ta ^  dal Socio C. F e r r a r i .

RIASSUNTO. — In questo lavoro si presenta lo studio del rientro nell’atmosfera planetaria 
in tempo minimo dei veicoli spaziali. La formulazione del problema variazionale si riduce 
ad un problema isoperimetrico del tipo «con una estremità mobile».

Questa formulazione permette di dedurre le leggi ottime della variazione dei parametri 
del movimento durante il rientro.

Notations

0x2 ~ système inerte d ’axes de coordonnées (fig. 2);
2 -  altitude;
I — distance sur l’horizontale parcourue par l’engin;
Ro -  rayon de la planète;
r — rayon-vecteur de l’engin;
P =  - S V 2CZ -  portance;

■R =  | S V 2C, -  résistance à l’avancement; 
p -  densité;
S -  surface de référence;
V -  vitesse de l’engin;
Cz -  coefficient de portance;
Cx -  coefficient de résistance à l’avancement;
0 -  angle d ’inclinaison de la trajectoire par rapport à l’horizontale locale;
ß -  constante de définition de la densité en fonction de l’altitude; 
g  -  accélération de la gravitation;
m  -  masse de l’engin.

On sait que le temps minimum constitue un important aspect de l’opti
misation de l’entrée A-) dans l’atmosphère planétaire des engins et tout parti
culièrement de ceux à équipage (l’action de décélération devant être aussi 
brève que possible).

Cet aspect a ete aborde dans le travail [1] dans le cas idéal de la densité 
constante, le problème de la variation étant formulé comme un problème de 
type Meyer.

(*) l’Auteur s’empare de cette occasion pour remercier le prof. Carlo Ferrari de ses 
précieuses observations et suggestions dont il a été tenu compte dans le travail ci-après. 

'((*) **) Nella seduta del 13 novembre 1971.
1(1) On emploie, parfois, en littérature, le terme d’ « entrée » lorsque l’engin vient de 

l’espace et celui de « re-entrée » lorsqu’il arrive de l’orbite. En accord avec certains autres 
Auteurs, nous utiliserons le terme d’ « entrée » pour les deux cas, étant donné que les équations 
de mouvement de l’engin sont les mêmes, indiféremment de l’endroit d’où arrive l’engin.
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A présent, au moyen d ’une autre voie, nous nous proposons d ’aborder 
le même aspect dans le cas réel de la densité variable avec l’altitude.

Il s’agit en essence, par conséquent, de déterminer les lois optimales de 
variation des paramètres de mouvement, en sorte que l’engin portant puisse 
parcourir la trajectoire de descente entre deux altitudes z{ i Zj i dans un temps 
minimum, la distance sur l’horizontale x  — i étant donnée dans la fig. i.

Dans ce but, il nous faut connaître tout premièrement les équations de 
mouvement. Considérons donc l’engin qui pénètre dans l’atmosphère dans 
un point de la trajectoire supposée plane (fig. 2).
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En partant des équations intrinsèques de mouvement, à l’approximation 
r  Ro et convenant que l’angle 0 soit positif à la descente et négatif à la 
montée, les équations de mouvement résultent sous la forme [2]

m
CO

dV 
d t SV2CX +  mg sin 0

(0

-  ” v  T  =  T  sv S C. -  ”  (* -  i )  “ s 6 •

Associons aux équations (1) les équations suivantes

—  =  — V sinOd/
àx  
d t ■ V cos 0 .

En considérant le cas de l’entrée à angles réduits et moyens ainsi qu’une 
portance différente de zéro, nous retiendrons le système complet d ’équations 
sous la forme

(3)

(4)

dV _  _  SC* y 2
d̂  2W ^ =  — V sin  6

at

de
d t

SC* pV dx
'im * ' ■ d̂

De la troisième équation (3), nous retenons

dz

=  V cos 0 .

d t =  — V sin 0

et de la troisième et quatrième équation (3),

(5) àx — — ctg 0 d# .

Nous introduisons dans les deux premières équations (3) la variable z, 
en les écrivant sous la forme

(6)

dV
dz

de
dz

C*S pV
2 m sin 0 

C*s P

dV
2 m sin 0

de manière à ce que de la première équation (6), en notant V ' — dz 
nous ayons

(7) sin 2 m V

Le temps pendant lequel l’engin traverse la trajectoire de descente entre 
les I altitudes , zj, est

zf

Zi
(8) V sin 0



ou bien, en tenant compte de (7) et sachant que m  est constant et supposant 
Q. constant, nous aurons

z%
2 m I V'
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(9) t  = SC* / pV2 dz .

Exprim ant et g 0 en fonction de sin 0 et compte tenu de (7), nous aurons 
de (5)

(10) x  =

Puisque CxS pV  V
2 m  V' )- )  <̂  I dans l’intervalle zi t zf , en notant =  a,

nous pourrons écrire l’intégrale (io) sous la forme

( i l )  Æ ?VX 2 V' d z .

Le problème de variation qui se pose à présent est celui de trouver le 
minimum de l’intégrale (9), à condition que

(12) x  =

l  étant une longueur donnée.
Le problème de variation est par conséquent un problème typiquement 

isopérimétrique. Puisque z  =  z{ , la vitesse donnée est V =  V,. et que pour 
z  =  Zf elle est non précisée, l’extrémale du problème traverse le point V(^(), 
z{ , en intersectant aussi la ligne droite z  — zf  en un point quelconque. Dans 
ce cas, le problème de variation isopémétrique est du type « avec une extrémité 
mobile », impliquant avec évidence une condition de transversalité.

La courbe qui réalise l’extremum de l’intégrale (9) est une extrêmale de 
la fonctionnelle

(13) J =  | H ( k

ou

(H ) H

X étant une constante.

ef

a pV2 \ a  pV 2 V'

25. — RENDICONTI 1971, Vol. LI, fase. 5.
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(15)

Etant donné que l’extrêmale doit pouvoir vérifier l’équation d ’Euler

dU.  ___d_ _
~ W  ~dz ~3Vr ~  °

compte tenu de l’expression (14) de la fonction H, l’équation d ’Euler (15) 
mène à l’équation différentielle

( l6) V ” V V “ ■”*” V 3 ( a2p3 V2 +  Xa2 p3 V3 ) ~  °  ‘

La condition nécessaire et suffisante de transversalité pour l’extrémité 
mobile placée sur la ligne droite z  =  Zj peut s’écrire sous la forme

=  o
Z  =  Z j

d ’où l’on déduit

(17)
SH
SV'

(18) X & — V(^) '

En ce qui concerne la nature de l’extrémum, on peut démontrer que tant 
la condition du minimum fort (Weierstrass) que celle du minimum faible 
(Legendre) sont satisfaites, la fonctionnelle (9) étant en vérité minimale le 
long de l’extrêmale, en vertu de (13).

Pour l’intégration exacte de l’équation (16), il est nécessaire tout d ’abord 
de déterminer la constante X.

Prenons arbitrairement X et transformons l’équation (16) dans le système

(16 bis)

dV
d z

du
dF + (1 +  - UÂ2p2V2 T" Xy  J

qui peut être résolu numériquement par un procédé d ’itération, en sorte que
les conditions V(#,-) =.V,-, V(,ay) = ---- ^  soient satisfaites.

! . .  ^
On déduit ensuite de l’équation (10) la valeur de x  qui correspond à la 

valeur de X qui a été considéré. On trace ainsi le diagramme qui donnera x  
en fonction de X, et dont, pour chaque valeur de ;r donnée préalablement, 
on déduira la valeur correspondante de X. Afin de réduire le nombre d ’itéra- 
tionè dans les résolutions du système (16 bis) et afin d ’obtenir plus rapidement 
X correspondant à une valeur donnée pour x y on peut encore appliquer le 
procédé suivant, par ailleurs utile si la constante a est suffisamment petite: 

‘On remarquera aisément le fait que dans la partie finale de l’évolution 
(lors'que z z y et V ->V(^y)), le terme
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et l’équation (16) devient

( .9) V " — £ v ' - ^  =  o

dont la solution -  si l’on adopte pour la variation de la densité avec l’altitude 
la loi exponentielle

(20) p =  po e~®z

sera, à la suite des calculs:

(21)
ac, -(ß/a)»

V =  c 2 « P *

Les constantes C2 , Ci, se déterminent de la condition z =  z ; , V =  V,-
et supplémentairement de la condition (12). De la première condition, en
notant - -  =  k il résulte 

P

(22) V =  V, ^i ( r w L r M ')

En introduisant l’expression (22) de la vitesse, sa dérivée et l’expression 
exponentielle (20) de la densité, dans (12), on obtiendra une équation du 
deuxième degré dans k  dont la solution à sens physique (k >  o) est

«Po
(23) k =  ~

2( / 0/2)‘’»__/3/2)y'

L ’expression de la vitesse dans la partie finale de l’évolution étant définie 
de (18), il résulte X, de même que la valeur de qui peut être prise
au premier rang du procédé d ’itération.

A l ’aide de la loi optimale de variation de la vitesse, ainsi déterminée, 
comme d ’ailleurs aussi au moyen de V  de la première équation (6), nous 
déduirons l’angle optimal

(24) 0 =  arc sin a

et de la ■ deuxième équation (6) — laquelle exige une résolution identique — il 
résulte, â  ̂ partir des considérations ci-dessus, un coefficient de portance

(25)
sin 0 
ap

d a _pV
V'

d z

En ayant la loi optimale de variation de la vitesse ainsi que celle de V', 
les relations (24), (25) donneront en fonction de z, la variation optimale de 
l’angle d ’inclinaison de la trajectoire par rapport à la ligne horizontale, aussi 
bien que du coefficient de portance.
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A titre d ’explication, en partant des données suivantes:

z{ =  110.000 m ;
Zj — 40.000 ni ;
/  =  700.000 m ; 
p0 =  0,125 kg sec2/m4 ; 
ß =  1,395 • io~4 ;
V,- =  7.800 m/sec.

f C S
on a calculé pour plusieurs valeurs du paramètre la vitesse pour

l’entrée optimale en temps minimum, représentée dans le dessin de la fi g. 3.
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