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Analisi funzionale. —  Opérateur de Carathéodory sur un espace
topologique mesuré. Nota di S e n d e r  S o lom on , presentata r) dal 
Socio G. S a n so n e .

RIASSUNTO. — La presente Nota è dedicata allo studio dell’esistenza di soluzioni per 
una classe di equazioni integrali in uno spazio topologico.

En p artan t des études de A. Haim ovici sur les équations différentielles 
pour des fonctions d ’ensemble (voir par exemple [2], [3]) et d ’un travail de 
C. Corduneanu [1] sur les équations fonctionnelles de V olterra, nous avons 
donné dans [7] un Théorèm e d ’existence pour une équation fonctionnelle 
sur un espace topologique mesuré. Ici nous étudions, relativem ent à l’exi
stence, une équation plus générale; parm i les cas particuliers nous trouverons 
un Théorèm e du type C arathéodory.

§ i. N ota tion s. -  X est un espace topologique avec une m esure positive 
fi. telle que tout com pact est ^-m esurable. T est la classe des parties re la ti
vem ent compactes et sommables de X. P : ^ e s t  une application de X 
dans T. C (X ; Kn) est l’espace des fonctions continues X -> R"" m uni de la 
topologie de la convergence compacte. Dans C (X ; R n) nous considérons 
l’ensemble L  =  { u \  |z^(;r)| ^  a(pc)} où a est une fonction positive de X 
dans R. S est l’espace des fonctions X R** sommables sur les éléments de 
T, m uni de la topologie définie par l’ensemble de sem i-norm es

A

§ 2. T h é o r è m e . — Adm ettons les conditions suivantes'.

(1) F  est Une application continue X x L - > S  et u0 e C (X ; R").

(2) I F  (at , u) (y )| 5g b (y) , b étant une fonction positive X -> R sommable
sur chaque P * .

tout x  e X  et lim b (y ) dy  =  o, V x0 e X.

(*) Nella seduta del 13 novembre 1971.
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U  (x) =  u0 (x) +  F  (x  , u) (y ) dy

A lors P équation

a, au moins, une solution dans  C (X ; R”).
L a dem onstration est sem blable à celle donnée dans notre N ote [7]; pour 

la précision nous la donnerons.

Démonstration. -  De l’hypothèse il résulte l’existence d ’une application V 
de (o , 00) x  X dans l ’ensemble des parties ouvertes de X telle que x 0 e V  ( a ,x 0)

et si x e V  (oc, x 0) alors | b (y) dy <  a /3 et \u 0 (x) —  u0 (x0) \ <  a/3. À  cette

application V  nous attachons0 l ’ensemble

Sv =  {u  ; u  e L  , | u (x ) —  u (x 0) | < a  si a e (o , 00) , x  e V  (a , x 0) et x o e X ) .

Sv est un ensemble relativem ent com pact et convexe de l ’espace C (X  ; R*); 
alors son adhérence, Sy, est un ensemble convexe et compact. E n  appliquant 
le Lem m e I (v. [6], p. 72) on obtient que l’ensemble des applications X - > S  
de la forme x —>F (x , u), pour u  e S y , est équicontinu. On peut alors atta- 
cher^a chaque x 0 6 X et à chaque nom bre positif a un voisinage ouvert de 
x 0 , V  (oc, x 0), tel que,

J I  F'(# ,u )  (ÿ) —  F (x0 , u) (y) | dy <  a/3

si x  e V  (a , x 0) et u e S y .
Soit W  une application, analogue à V, définie par la relation

"W (oc, Xq) V (oc, Xq) O V  (oc, Xq).

A ttachons à l’application W  l’ensemble Sw , analogue à Sy. L a dém on
stration s ’achève par l’application du Théorèm e du point fixe de Schauder— 
Tychonoff à l’opérateur A  défini sur le compact Sw par

(Au) x  =  uQ (x) +  J F (x  , u) (y) dy.

Nbus m ontrons d ’abord que l’opérateur A  transform e l’ensemble Sw 
dans lui même: on a

I (Au) ^  (Au) # 0 1 — I Uq (x)  u 0 ( x 0) I +

+  J F (x ,u )  (y ) dy  —  (  F  (x0 , u) (y ) dy  

L  p*0

L  I «0 0 ) —  %  Oo) I +  j \ F (X , u ) ( y )  —  F (x 0 , u ) ( y ) \ d y  
p*o

+  f  I F  (x , u) (y) I dy

+
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d ’où il résulte

(s) I (Au) x  — (Au) x Q I <  a si x  € W  (a , x 0) et u  € Sw •

D ’autre coté

I (Au) x \  ^  I u 0 (x) I +  j  b (y) dy  ^  a (x) pour u £ L

K

donc A (Sw )CSw - Il reste à m ontrer que l’opérateur A est continu. Puisque 
A(Sw) est un ensemble équicontinu de fonctions, voir la formule (5), la 
topologie de la convergence com pacte coïncide sur A(Sw) avec la topologie 
de la convergence simple; d ’autre coté il Suffit de m ontrer que l’opérateur 
qui a le même graphe que l’opérateur A  et qui applique Sw sur A (S W) est 
continu; or on peut écrire

I (Au) (x) —  (Av) x \  ^  J I F  (x  , u) (y) —  F  (x , v) (y) \ dy

X

et alors on n ’a q ü ’à signaler la continuité de l ’application L  -> S de la 
forme u  -> F  (x  , u) pour x  fixé. Le Théorèm e est démontré.

Remarque. -  Les conditions (3) et (4) peuvent être réalisées si l ’on suppose 
que lim p, (P* AP^) =  o (V^0 6 X) et que l’équation linéaire

(0 (x) == I t J (y) dy

a une solution continue et positive X R  pour chaque valeur du param ètre 
réel positif t. En effet dans ce cas il existe une solution continue et positive 
X -> R pour l’équation scalaire

a (x) I %  O ) I +  t  j a  (y) dy

(voir [6], Prop. 5.4). Alors, si l ’on prend b (y) =  ta (y), les conditions (3) et (4) 
sont vérifiées trivialem ent sa u f  la relation

lim b (y) dy =  o .
X-+XQ J

P*AP*0

Mais, lirrl;^ I a (y) d y = o  puisque a est sommable sur P* et lim p,(PÂ AP,t.) =  O; 
*-**0 J ° x->x0 °

P - P*0 X
d ’autre coté

t  C a (y) dy  =  t  J a  (y) dy —  t j  a (y) dy  +  t  j a  (y) dy  =
P —P

r'( x ) —  \ u o(x ) \ — a (x o) +  \uo(x o)\ +  t j  a (y) dy
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donc

lim t  a (y) dy =  o .

Appelons, d ’après A. Haim ovici, la fonction co, fonction exponentielle 
généralisée; une condition suffisante pour l’existence de la fonction exponen
tielle généralisée dans R** a été donnée par A. Haimovici:

P ,C [o  , k x ±] X [o , kx2] X • • • X [o , k x n]

où (x1 , x 2 , • • •, x n) =  x  et k  est une constante positive.

§3. M aintenant nous allons déduire du Théorèm e plusieurs conséquen
ces. Prem ièrem ent, notre ancien résultat ([7]):

COROLLAIRE i . — Soit f  une application continue de X X X X C (X ; ~Rn) 
dans R** qui vérifie la condition | /  (x  , y  , z) | rg b (y) , b étant une fonction

X -> R + sommable sur chaque Fx et telle que lim b (y) dy =  o (fix 0 € X).
X->X0J

Fx àFx0

Alors V équation u (x) =  u 0 (x) f -  f  (x , y  , u) dy a une solution dans

Fx
Vespace C (X ; K n) pour chaque u 0 € C (X ; R w).

Démonstration. -  Nous définissons la fonction a qui intervient dans le 

Théorèm e par la formule a (x) =  | u 0 (x) | +  J  b (y) dy  et l’application F

par la formule F (x  , u) (y) = f ( x  , y  , u). F  est une application continue 
X X, C (X ; R ”) - > C ( X  ; R n). En effet, soit K un compact de l’espace X et £ 
un nom bre positif; puisque

I F (3c , u) (y )  —  F (x  , u) (y) | =  \ f  (x , y  , û) — f  (x f y  , u) ]

alors, en appliquant le Lem m e cité (p. 2) nous trouvons un voisinage V* du
point x  e X  et un voisinage W u de la fonction u e C (X ; Rw) tels que
sup I F  (x , u) (y) —  F (x 9 u) (y) | <  £ ce qui m ontre la continuité de F. 
v g x

Sur l’ensemble C (X ; R n) la topologie induite par l’espace S est moins 
fine que la topologie de la convergence compacte:

M a  =  \ \u ( y ) \ sup \u(y) \ ,J y G K
A

K étan t un com pact qui contient l’ensemble A  e T. Alors F  est une appli
cation continue X XC (X ; R * )-> S et les conditions du Théorèm e sont 
remplies.
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Pour que la fonction b vérifie les conditions du corollaire précédent il
est süffisant que b soit sommable et lim fx (Px AFy) =  o. Dans ces circon

di/—»in
stances nous établirons le

C o r o lla ir e  2. -  Soit g une application  X x X x R”-> R n, \g (x ,y ,z )  | ^  b (y ) 
et u 0 une fonction bornée de C (X ; R n). So it Q une application X >  T telle

que lim [i. (Q* AQ^) =  o. Alors V équation u (x )  =  u 0 (x) +  j  g [ x  , y ,  j  u  (f) d t'j dy

L? Qj
a , au m oins, une solution bornée dans C (X ; R**).

Démonstration. -  Nous définissons à nouveau a (oc) =  \u 0 (x) \ j  b (y) dy

r ^x
et soit M — sup \u 0 (x)\ +  J Alors nous aurons \u (x ) \  fg M pour

x
tout u e L  et tout x  e X . L ’opérateur h : X X X X L -> R n défini par 

ù (x  yy ,u ) = g ^ x  ,y ,  j u ( t ) d t j  est continu. En effet, soient (x ,y ,  u) e X X X X L
Qy

et 7] un nom bre positif; on peut déterm iner un voisinage V de x> un voisi
nage W  de y  et un nom bre positif S tels que

\k (x  , y ,  u ) — h (x  , y ,  u)\ =•- g ( x , y , j ü  (t) difj — g  (x  , y , j  u (f) d lj <*l

pour x  G V, y  € W  et 

M ais, pour
Qÿ

l(t) d t —  j  u (f) d t <  S.

■j ü (f)  d t —  f u (f) d t
Qÿ

ü (f) d t —  I ü  (f) d t +  j  ü (f) d t — j u (t) d t <

QjJ/ Qÿ Q y  Qy  Qy

^  M[X (Qÿ AQ ) +  IL (Qy) sup \ ü (t) —  u ( t) \ .
t * Q y

Soit W ± un voisinage de y  tel que p, (Qÿ'AQ,) 8/2M pour ÿ e W 1. 
Soit K  un i com pact qui contient Qy . Alors

I h (x , y  , u) —  h (x , y  , u) j <  y)

si x e V ,  j / e W f i  W x , u e  L  et sup I ü (t)  —  u (t)  I < ---- 77—~ •
if €  K 2 ( \W

Donc h  est continu; il suit, voir la dém onstration du corollaire précédent, 
que l’application F  : X X  L -> S de la forme F (x  , y) (y) =  h (x  , , u) —

— g  \x  > y  > u (t) d t\  est continue; les conditions du Théorèm e sont remplies.
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COROLLAIRE 3. -  E n  prenant dans le Theoreme X  =  R + , Fx =  [o , x] 
et F  une application continue L  -> C (R+ ; R n) alors nous retrouvons un résul
tat de C. Corduneanu ([1], Théorème 2).

§ 4. D ans la suite nous supposons que l’espace C (X ; R J  soit m ètri- 
sable. Cette condition est réalisée, par exemple, si dans l’espace X il esiste une 
suite de compacts (K J  telle que pour tout compact K de X il existe un n  tel 
que K n D K. Soient a une application non-negative définie sur X et G 
l’ensemble

G =  (O ',* ) ; y  e X  , s e R * ,

COROLLAIRE 4. — Soit f  une application G R ’2 qui vérifie les conditions 
suivantes'.

(1) L 1 application X R n de la fo rm e y - > f  ( y , 2) est mesurable sur chaque 
ensemble K  de T pour tout z; Papplication R n-> R w de la form e z  -+ f  ( y , z) 
est continue pour tout y  G X —  Z , Z étant un ensemble de mesure nulle de X.

(2) \ f  (y  >*) I ^  b (y) y b étant une application X -> R  sommable sur tout 
ensemble de F.

S i Von suppose de p lus que b et u 0 vérifient les conditions (3) et (4) du  
Théorème alors Péquation

u (x )  =  u Q (x) 4- j / ( y , u  (v)) dy

K
a une solution dans C (X ; R J .

Pour dém ontrer cela il est suffisant de vérifier le

Lemme. -  Soit f  une application G -> R qui satisfait les conditions (1) 
et (2) du Corollaire 4. A lors P application L  —> S de la form e (Fu) (y) =  
=*=f(y, u (y)) est continue. (L et S sont les ensembles qui interviennent dans 
le Théorème).

Démonstration. -  D ’abord nous verrons que F (u) £ S pour tou t u £  L. 
Soient*A un ensemble de F ,v  une fonction étagée X -> R J  v =  v i ^ où

* ' i
Vi £ R n, les ensembles A,- e T, 1 ^  i p , form ent une partition  pour A  et

pour y  £ A ± 

pour y  £ A p 

pour y  £ X —  A

est sommable d ’après l ’hypothèse. D ’autre part, pour u £ L  il existe une suite 
de fonctions étagées du type v qui converge uniform ém ent sur A  à u  (voir [6],

pÇx)\ t i  a (x )  (\fx £ X). Alors la fonction

I / O ' ,*  1)

f ( y , v ( y ) ) x A(.y) =  \ f ( y , v p)
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dém onstration de la rem arque 2). Alors, grâce à la condition 1, il suit que 
lim /  ( y , un (ÿj) — /  ( y  , u  (y )) pour y  £ A  —- Z et la som mabilité sur A, de

n
F (u), sont une conséquence de la condition 2. M aintenant nous férons une 
rem arque. Il est bien connu que si Y et T  sont deux espaces m étriques 
alors pour la continuité d ’une application g  : Y -> T  il est suffisant que pour 
tou t y  £ Y et toute suite y„ convergente vers y  soit lim g(y„) =  g  (y).

Cette affirmation reste vraie dans le cas où T  est seulement un espace 
topologique. En effet si D est un ensemble fermé de T  alors son image réci
proque g - 1  (D) est fermée dans Y : y n é tan t une suite de g~x (D) telle que 
lim y „ = y  alors, par l’hypothèse, lim g ( y n) =  g  (y). M ais g  (y  J) £ D qui est 
fermé; alors g ( y ) e D  et y  £ g^Ç D ).

Soit dans l ’ensemble L  une suite u n convergente à u  et soit A  un élé
m ent de T. Il suit que un converge uniform ém ent sur A  et, grâce à la con
dition (r), il résulte que

lim /  ( y ,  u n (y)) = f  (y  , u  (y )) pour y  £ A  —  Z.
n

E n appliquant la condition 2 on peut écrire, en vertu du Théorèm e de 
Lebesgue, que

l i m \ \ f ( y , u „ ( y ) ) — f ( y , u ( y ) ) \ d y  =  o
n J 

A

ou lim |F un —  F ^ |a =  o et la continuité de l’opérateur F  : L  -> S résulte de 
l’hypothèse fondam entale que l’espace C (X ; R*) est métrisable.

Remarque i .  -  Le Lernme peut être formulé sans la condition 2 si on 
rem place l’espace S par l’espace M des fonctions X - ^ R "  m esurables sur les 
éléments de F m uni de la topologie définie par la famille de sem i-norm es

! m in (y (x) , | u (x) | ) d x
A

où A  est un élément de F et y est une fonction fixée X R + , sommable 
sur chaque élément de T.

Si l’on choisit y (x) =  1 alors l ’opérateur intégrale qui s ’obtient est, pour 
X =  in térvalle com pact de R  et P* — [o , x], du type analisé par K. K artâk  
[4] et L Vrkoc [8].

Remarque 2 . -  A dm ettons, de plus, que l’espace X est m étrique. Alors 
le résultat du Corollaire 4 s’étend à l’équation

u (x) =  u0 (x) +  J / (x 9 y.y u (y)) dy

f  étant une application définie sur

Gi =  {(a » y>z)  X , y £  X yZ£  R", I# I ^ a ( y ) } y
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qui prend ses valeurs dans R, est m esurable en y  sur tou t com pact pour tout 
x  et z et est continue dans (x , z) pour prèsque tout y  (les conditions (2)^(4) 
restent inchangées).

Exem ple. -  Si X est un intervalle com pact de R et P* =  [o , x \ on obtient 
de cette dernière rem arque un résultat de T. Sato [5].
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