ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

SENDER SOLOMON

Opérateur de Carathéodory sur un espace
topologique mesuré

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 51 (1971), n.5, p. 305-312.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1971_8_51_5_305_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1971_8_51_5_305_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1971.



[203] SENDER SOLOMON, Opérateur de Carathéodory sur un espace, ecc. 305

Analisi funzionale. — Opérateur de Carathéodory sur un espace
topologigue mesuré. Nota di SENDER SoLOMON, presentata ¢ dal
Socio G. SANSONE.

RIASSUNTO. — La presente Nota & dedicata allo studio dell’esistenza di soluzioni per
una classe di equazioni integrali in uno spazio topologico.

En partant des études de A. Haimovici sur les équations différentielles
pour des fonctions d’ensemble (voir par exemple [2], [3]) et d’un travail de
C. Corduneanu [1] sur les équations fonctionnelles de Volterra, nous avons
donné dans [7] un Théoreme d’existence pour une équation fonctionnelle
sur un espace topologique mesuré. Ici nous étudions, relativement a I'exi-
stence, une équation plus générale; parmi les cas particuliers nous trouverons
un Théoréme du type Carathéodory.

§ 1. NOTATIONS. — X est un espace topologique avec une mesure positive
. telle que tout compact est u—mesurable. I' est la classe des parties relati-
vement compactes et sommables de X. P:x — P, est une application de X
dans I C(X; R") est I'espace des fonctions continues X — R” muni de la
topologie de la convergence compacte. Dans C (X ; R*) nous considerons
I'ensemble L = {#%;|u(x)] < a(x)} ol a est une fonction positive de X
dans R. S est I'espace des fonctions X — R” sommables sur les éléments de
I, muni de la topologie définie par I’ensemble de semi-normes

lu]Azf[u(y)ldy, Ael.

§ 2. THEOREME. — Admettons les conditions suivantes:
(1) F est une application continue X XL —S et uyeC (X ;R").
(2) |Flx,u)(W|=6(y),b étant une fonction positive X — R sommable

sur. chaque P,.

(3) fb(y)dy =< a(x) pour tout x € X et lim | 6(y)dy =0, Vx,€X.
P, FTRE AP

@ lw@saw—[s0) .

P

x

(*) Nella seduta del 13 novembre 1971.



306 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LI — novembre 1971 [204]

Alors I'équation

0 (%) = 20 () +fF<x,u> ) dy

a, au moins, une solution dans C (X ; R").
La démonstration est semblable & celle donnée dans notre Note [71; pour
la précision nous la donnerons.

Démonstration. — De 'hypothése il résulte I'existence d’une application V
de (0,00)x X dans 'ensemble des parties ouvertes de X telle que xg €V (o, )
et si x €V (x,xg) alors | &(¥)dy < /3 et |y (%) — 2o (x0)] < /3. A cette

B, AP,
application V nous attachons l’ensemble ,
Sv=A{u;u€l, |u(x) —u(x)| <o« si «€(0,00),2€V (a,x) et xo€X}.

Sv est un ensemble relativement compact et convexe de I'espace C (X ; R”);
alors son adhérence, Sy, est un ensemble convexe et compact. En appliquant
le Lemme I (v. [6], p. 72) on obtient que I’ensemble des applications X — S
de la forme x —F (x, %), pour u €Sy, est équicontinu. On peut alors atta-
cher & chaque x,€ X et & chaque nombre positif « un voisinage ouvert de
PRV (o, xp), tel que,

le(x,zo () — Fxy, ) ()] dy < a3

si xé{f(a,xo) et #€Sy.
Soit W une application, analogue & V, définie par la relation

W (o, x,) :V(a,xo)n\?(a,xo).

Attachons & l'application W I'ensemble Sy, analogue a Sy. La démon-
stration s’acheve par I'application du Théoréme du point fixe de Schauder—
Tychonoff & l'opérateur A défini sur le compact Sy par

(M) 2 = o) + f F(r,) () dy.

Nous montrons d’abord que l'opérateur A transforme lensemble Sy
dans lui méme: on a

](Au)x—(Au)xo[ = ]”0(’5)"‘”0(7‘0)1 —+

—i—'fF(x,%) O/)dy_fF(xo,%)(y)dy{ <

%o

<luo<x>~uo<xo>l+flr‘<x W) (%) — F (g, ) ()| dy +
+ 1P wole

P_AP

x50 %
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d’ou il résulte
(5) |(A2) x — (Az) x| < « si x€W(x,x,) et u€Sy.
D’autre coté
@) x| = (@] + [6()dy=al)  pour wel
P

x

Y

donc A (Sw)CSw. Il reste & montrer que I'opérateur A est continu. Puisque
A (Sw) est un ensemble équicontinu de fonctions, voir la formule (), la
topologie de la convergence compacte coincide sur A (Sw) avec la topologie
de la convergence simple; d’autre coté il Suffit de montrer que l’opérateur
qui a le méme graphe que l'opérateur A et qui applique Sw sur A(Sy) est
continu; or on peut écrire

|(A) (v) — (Ao) 2| = [lm,u) ) —Fx,2) (5)] dy

P

x

et alors on n’a qu'a signaler la continuité de l'application L - S de la
forme #— F(x, %) pour x fixé. Le Théoréme est démontré.

Remarque. — Les conditions (3) et (4) peuvent étre réalisées si I’on suppose
que lim u (P, AP,) = o (Vx,€ X) et que I’équation lindaire
x—>xo
wlx) =1 —|—z‘fo>(y) dy

P

x

a une solution continue et positive X — R pour chaque valeur du paramétre
réel positif 2. En effet dans ce cas il existe une solution continue et positive
X — R pour l'dquation scalaire

a(x) = |1 (2| +rfa<y> dy

Py

(voir [61, Prop. 5.4). Alors, si I'on prend 4(y) = #a(y), les conditions (3) et (4)
sont vérifiées trivialement sauf la relation

P AP

x Sy

Mais, lim # f a(y)dy=o puisque a est sommable sur P, et lim p(P, AP,)=o;
x>, X —>%y
Px:u_Px

d’autre coté

z‘fd(y) dy———l‘fd(y)’dy——l‘ja(y) dy —Hf“(y) dy —

§
P
i

Jﬂi X

B,—P B, B, P, P,
= a(®) — |ty (8)] — & () + | 0 (x0)| +tfa<y> dy

%, x
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donc

lim z‘fa(y) dy =o.

x>,
P —P

XXy

Appelons, d’apres A. Haimovici, la fonction o, fonction exponentielle
généralisée; une condition suffisante pour l'existence de la fonction exponen-
tielle généralisée dans R” a été donnée par A. Haimovici:

ch[oykxl]X[O:éxz]x“’X[O,éxn]

ot (xy,%5, --,%,) =x et £ est une constante positive.

§ 3. Maintenant nous allons deduire du Théoréme plusieurs conséquen-
ces. Premiérement, notre ancien résultat ([7]):

COROLLAIRE 1. — Soit f une application continue de X X X X C (X ; R")
dans R" qui vérifie la condition |f(x,y,2)| < 6(v),8b étant une fonction

X = R, sommable sur chaque P, et telle que lim f 6(y)dy = o (Vx, € X).
xX—>%, i)x APxn
Alors [éguation wu (x) = uy(x) —{—f fx,y,u)dy a wune solution dans
P

x

Lespace C (X ; R") pour chaque uy€C (X ; R").
Démonstration. — Nous définissons la fonction a qui intervient dans le

Théoreme par la formule a(x) = |u,(x)| + [é(y) dy et l'application F
i’x

par la formule F(x,%) (y) =f(x,y,u). F est une application continue

XX C(X; R")—=C(X;R"). En effet, soit K un compact de I'espace X et ¢

un nombre positif; puisque

F@E &) —F@, 90| =/GE v, 0)—f@,y, 0

alors, en appliquant le Lemme cité (p. 2) nous trouvons un voisinage V, du
point x € X et un voisinage W, de la fonction #€C (X ;R") tels que
sup |F(X, %) () —F(x, %) (¥)| <e ce qui montre la continuité de F.

y€K

Sur 'ensemble C (X ; R”) la topologie induite par I'espace S est moins
fine que la topologie de la convergence compacte:

EIN =f1%<y>} dy < M(A>ysglg(1%<y>l,

K étant un compact qui contient I’ensemble A € I'. Alors F est une appli-

cation continue XXC (X ;R") =S et les conditions du Théoréme sont
remplies.
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Pour que la fonction & vérifie les conditions du corollaire précédent il

est suffisant que & soit sommable et lim w (P, AP,) = 0. Dans ces circon-
y—>x
stances nous établirons le

COROLLAIRE 2. — Soit g une application X X X X R*—>R", | g(x,5,2)| < 6(¥)
et uy une fonction bornée de C (X ; R"). Soit Q une application X — T telle

que lim w(Q, AQ,) =o. Alors l'équation u(x) = uy(x) -+ J g(x WV fu(t) dt) dy
y—>x

P
x y
a, aw moins, une solution bornée dans C (X ; R").

Démonstration. — Nous définissons a nouveau a(x) = |uy(x)| + f 6(y) dy

et soit M = sup |z, (x)] —{—J 6(y)dy. Alors nous aurons |« (x)] <M pour
X

tout # €L et tout x € X. L'opérateur %4:X X X X L - R" défini par

/L(x,y,u):g(x,y,Ju(t) dz‘) est continu. En effet, soient (x,v,2)€ X X X XL

QJ’
et 7 un nombre positif; on peut déterminer un voisinage V de x, un voisi-
nage W de y et un nombre positif § tels que

A, 5, 2)— (e, v, 0)| = |g(rc,y-,j'»z@dz)—g(x,y,fu<t>dt)|<n

Qy 2

pour Xe€V, 7e€W et ‘fﬁ(l‘)dt—]u(t)dt}<8.

4
Mais, pour #z €L

anz(t) dt,—fu(t) dz‘} gU;z(z) dz‘—fﬁ(z‘) dt1 —]—J‘ﬂ(t) dt—fu(z‘) dz.g

47 v Qy Q, Q, Q

= Mp (Qr4Q,) + 1(Q,) sup () — ().

Soit W) un voisinage de y tel que w (Q; AQ,) < 3/2M pour yeW,.
Soit K un icompact qui contient Q,. Alors

|A(X,57,2)—h(x,y,u)] <n

sixeV, e WNW,;, gel. et sup |2 () —u(®)| < E?T)

Donc /% est continu; il suit, voir la démonstration du corollaire precedent
que lapplication F:X XL ->S de la forme Fx,y(»=2x,y,u) =
= g(x ,y,J u () dz‘) est continue; les conditions du Théoréme sont remplies.

Y
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COROLLAIRE 3. — En prenant dans le Théoréme X = R, , Po=1[0, %]
et ¥ une application continue L. —C (R, ; R*) alors nous retrouvons un résul-
tat de C. Corduneanu ([1], Théoréme 2).

§ 4. Dans la suite nous supposons que l'espace C (X ; R") soit métri-
sable. Cette condition est réalisée, par exemple, si dans 'espace X il esiste une
suite de compacts (K,) telle que pour tout compact K de X il existe un 7 tel
que K, D K. Soient a une application non-negative définie sur X et G
I’ensemble

G=1{,2); yeX , zeR", |z| = a(y)}.

COROLLAIRE 4. — Soit f une application G — R” qui vérifie les conditions
suivanies:

(1) Lapplication X —R" de la forme y —f(y,2) est mesurable sur chagque
ensemble A de I' pour tout z; I'application R*— R”* de la forme z—f (y, 2)
est continue pour tout y € X — Z ,7Z étant un ensemble de mesure nulle de X.

@ |f,2)|=6(),b étant une application X - R sommable sur tout
ensemble de T

St Lon suppose de plus que b et wuy vérifient les conditions (3) et (4) du
Théoréme alors ['éguation

u(@ = @) + (£, u ) dy

P

x

a une solution dans C (X ; R”).

Pour démontrer cela il est suffisant de vérifier le

LEMME. — Soit . f une application G — R gui satisfait les conditions (1)
et (2) du Corollaire 4. Alors lapplication L —~S de la forme (Fu)(y) =

= F(y,u(y)) est continue. (L et S sont les ensembles qui interviennent dans
le Théoréme).

Démonstration. — D’abord nous verrons que F(x)€S pour tout «€L.
Soient' A un ensemble de T', » une fonction étagée X — R”, v =3, v, Aa. OU

v; €R”, les ensembles A;eTl, 1 =7<p, forment une partition pour A et
[9(x)| < a(x) (Vx € X). Alors la fonction

F.u)  pour yeA,
J @ v (@) sy () = }'(y,vp) pour y€A,
o pour ye€X —A

est sommable d’apres ’hypothése. D’autre part, pour « € L il existe une suite
de fonctions étagées du type v qui converge uniformément sur A 4 = (voir [6],
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démonstration de la remarque 2). Alors, grice 4 la condition 1, il suit que
lim f(y,u, () =f(y,u(y) pour y € A—7Z et la sommabilité¢ sur A, de

F (), sont une conséquence de la condition 2. Maintenant nous férons une
remarque. Il est bien connu que si Y et T sont deux espaces métriques
alors pour la continuité d’une application g: Y —T il est suffisant que pour
tout y € Y et toute suite y, convergente vers y soit lim g(¥,) = g ().

Cette affirmation reste vraie dans le cas ol T est seulement un espace
topologique. En effet si D est un ensemble fermé de T alors son image réci-
proque g 1(D) est fermée dans Y :y, étant une suite de g 1(D) telle que
lim y, = y alors, par I'hypothese, lim ¢(v,) = g(3). Mais g(,) €D qui est
fermé; alors g(y) €D et y€g1(D).

Soit dans I'ensemble L une suite #, convergente 3 # et soit A un élé-
ment de I'. Il suit que %, converge uniformément sur A et, grice 4 la con-
dition (1), il résulte que

li;nf(y, u,( ¥) =rf(y,u(y) pour yeA—Z

En appliquant la condition 2 on peut écrire, en vertu du Théoréme de
Lebesgue, que

liinflf(y, . (¥)) —f(y,~u(y))l dy =o

ou lim ]Fu Fu|, = o et la continuité de 'opérateur F:L — & résulte de
hypothése fondamentale que l'espace C (X ; R”) est métrisable.

Rémarque 1. — Le Lemme peut étre formulé sans la condition 2 si on
remplace P'espace S par I'espace M des fonctions X — R” mesurables sur les
éléments de I' muni de la topologie définie par la famille de semi-normes

[ min &y (), | (@)]) dx

A

o1 A est un élément de I' et y est une fonction fixée X——>R , sommable
sur chaque élément de I'.

Si I'on choisit v (x) = 1 alors 'opérateur intégrale qui s’obtient est, pour
X = intérvalle compact de R et P, = [0, #], du type analisé par K. Kartdk
[4] et 1. Vrko& [8].

Remarque 2. — Admettons, de plus, que P'espace X est métrique. Alors
le résultat du Corollaire 4 s’étend & I’équation

'u@=%@+ﬁ@mmm®

f étant une application définie sur

G1={(x,y,z);x€X,yeX,zeR”,|z| é‘Z(y)}:
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qui prend ses valeurs dans R, est mesurable en y sur tout compact pour tout

x et z et est continue dans (x, 2) pour présque tout ¥ (les conditions (2)—(4)
restent inchangées).

_ Exemple. — 5i X est un intervalle compact de R et P, = [0, x] on obtient
de cette derni¢re remarque un résultat de T. Sato [5].
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