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M atem atica. —• Funzioni regolari in un algebra e cambiamenti 
di base n . N ota  d i P a o l o  D e n to n i, presentata ((*) **> dal Corrisp. 
E . M a r t i n e l l i .

Summary. — Fueter and Moisil’s definition of right regular functions in an algebra 
A  depends on the choice of a basis in A . We determine here the group G of linear trans­
formations (changes of basis in A) which map the set of right regular functions into itself. 
G is strictly related to the reducibility of A  as a direct sum of left ideals, and contains the 
subgroup Go of all similarity transformations with O as a fixed-point. In particular, we 
show that Go = G in the case of quaternion and Clifford algebras.

1. E noto che la definizione di funzione regolare nel senso di G. C. Moisil 
e R. Fueter dipende dalla base scelta nell’algebra R). Il problem a di deter­
m inare i cam biam enti di base che lasciano invariato l’insieme delle funzioni 
regolari destre (sinistre) è già stato affrontato da G. B. Rizza <2>, che è perve­
nuto a caratterizzare tali cam biam enti di base, m ediante una condizione di 
perm utabilità con riferim ento alla prim a rappresentazione regolare dell’algebra.

In  questa N ota il problem a viene ripreso, in condizioni più generali, 
e com pletam ente risolto seguendo una via del tu tto  diversa, fino alla deter­
m inazione del gruppo di trasform azioni lineari che lasciano invariato l’insieme 
delle funzioni regolari.

In  particolare, si trova che nelle algebre con divisione e nelle algebre di 
Clifford tale gruppo e isomorfo a quello delle similitudini di un n—spazio euclideo 
che mutano in sé un punto  (centro-similitudini) (Ci , n. 4). Allo stesso risultato 
si perviene, nelle algebre irriducibili con unità, quando si richiede che venga 
conservata sia la regolarità destra che la regolarità sinistra (C2, n. 4).

In  generale, invece, esso è  un gruppo più ampio, dipendente dalle possibili 
decomposizioni dell'algebra come somma diretta di suoi ideali sinistri (destri) 
e anche dalla base scelta (T i , n. 4).

2. Sia A  u n ’algebra di dimensione finita sul campo reale R, V  un  sotto­
spazio vettoriale ^ —dim ensionale di A , B  — { u^ , • • •, un } una base di V. 
G}i elementi di V  si riguardano come punti di uno spazio euclideo reale di 
dimensione n. Sia poi U  u n  aperto di V e &d(B) l ’insieme delle funzioni

(*) Ricerca eseguita nell’ambito del Gruppo G.N.S.A.G.A. del C.N.R. perii 1971.
(**) Nella seduta del 13 novembre 1971.
(1) Sulla teoria delle funzioni regolari in un’algebra, ved. per esempio G. C. Moisil [5], 

R. Fueter [3], G. B. Rizza [6]. Un’esposizione recente, con notizie storiche e una ricca biblio­
grafia in V. Iftimie [4].

(2) Ved. G. B. Rizza [7].
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f  : U  -> A  regolari a destra in U  con riferim ento alla base B  di V, cioè tali
n

che, per ogni x  = 2  % in U, risulti
h= X

n

( 0  D f  =  2  - J f -  uh =  o .
h =  1

«
Si consideri ora in F  u n ’altra  base i?' =  {24} con *4 = 2 ^ « / .  e sia

h =  \  h

T  =  (t*) (Æ , A denotando rispettivam ente righe e colonne) la m atrice non 
degenere associata al cam biam ento di base. È utile per il seguito introdurre 
anche la trasformazione lineare di V  in sé (associata al cam biam ento di base 
B  ,B') ,  che m uta ordinatam ente gli elementi di B  in quelli di B'@\

Indicata con 5  la m atrice sim m etrica (phr) =  7 L_i T  <3 4'), la condizione 
perché /  appartenga a 8ld (B') può scriversi <5 6> :

(2) È  ° hr f -  U r
h, r = l  dC*h

È utile l’osservazione:

01 -  La relazione 3id (B) C &d ( Bf) sussiste allora e soltanto allora che per 
ogni n-pla d i elementi ah 6 A  soddisfacenti la relazione ^ a kuh =  o, risulta

2  vhrahUr =  o.
h ,r

U na osservazione del tu tto  analoga alla Oi sussiste scam biando tra  loro 
le basi B , B r. L ’enunciato, con riferim ento alla base B,  è questo:

02 -  La relazione %d (B!) Ç &d (B) sussiste allora e soltanto allora che
~hr o,

’'h )

per ogni n-pla d i elementi ah e A soddisfacenti la relazione ^  ^h’ah ur
risulta f^a^U h  =  o.

■ * ' - «
Per la necessità di O i, basta considerare la funzione =

tenendo presènti le (1), (2). L a sufficienza è im mediata.
Discende da Oi , O2 la seguente proposizione, che generalizza u n ’osser­

vazione di G. B. Rizza

Pi — Le 1 relazioni Wid(JEL) C &d(B ,s) e Hld (B;) C èHd(B) sono fra  loro equi­
valenti.

Infatti, denotato con A V  l’ideale sinistro di A  generato da Vy sia 9 la corri­
spondenza di A V  in sé, che ad ogni elemento di A V

(3) a — a^ Uh {a,h E A') 
h = 1

(3) La matrice della trasformazione lineare è ovviamente T.
(4) L’indice 1 in basso denota trasposizione.
(5) Cfr. G. B. Rizza [7], p. 39.
(6) Ved. G. B. Rizza [7], p. 40.
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associa l’elemento

(4) <P(Æ) =  S  °hrah Ur ■h,r
Poiché la rappresentazione (3) non è unica, 9 riesce in generale a più valori.

Se in particolare %d(B) C &d(Br), in virtù di Oi che assicura 9(0) =  o, 
9 (a) risulta indipendente dalle rappresentazioni di a nel sistema di generatori 
{ u h } di A V  e pertanto 9 riesce univoca. Si verifica poi im m ediatam ente che 
9 è un endomorfismo di A  V, sia in quanto spazio vettoriale su R  che in quanto 
modulo sinistro su A . Inoltre l’endomorfismo 9 risulta evidentem ente suriettivo, 
perché gli elementi <shr uh (r =  1, • • •, n) costituiscono un altro sistema di gene­
ratori per A  V. Per un  noto risultato (7>, 9 è allora un automorfismo di A  V\ 
ossia K er 9 =  o. D a O2 segue subito 3ld( Bf) C §Ld(B). A nalogam ente per la 
parte  inversa.

3. D alla (2) appare chiaro che se 5 =  T_\ T  è una m atrice scalare 
(S =  X/), cioè se T  è la matrice di una centro-similitudine, risulta Sld (B!) =  
.=  <&d(B). Come ha notato M. See la condizione S  =  XI non è però in generale 
necessaria perché risultino coincidenti gli insiemi %d (Br) , 8id (E).

Invero, consideriamo una decomposizione d i V  come som m a d iretta  di 
suoi sottospazi vettoriali V fiJ  =  1 , - - - , m) ,  e supponiam o che l’ideale sini­
stro A  V  risulti decomponibile nella somma d iretta degli ideali sinistri A  
(i — i Supponiam o inoltre che la base {ufi] di V  sia compatibile
con la decomposizione di V  considerata, cioè che ogni uh (fi — i , - - - , n )  
appartenga ad uno dei sottospazi (9). E utile poi denotare con uh

i
(i — i,-  • - , m)  la componente di uh appartenente a nella accennata decom ­
posizione di V  (10h

In  queste condizioni, se la trasformazione lineare, associata al cambia­
mento di base in V  (n. 2), muta in sé ciascun sottospazio Vi} subordinando in 
esso una centro-similitudine di rapporto f i , risulta èKd(B') =  èKd(B).

n

Infatti, da ^  °h uh — 0 in virtù della decomponibilità di A V  discende
h = 1

2  ah uh =  °  (i =  i , • • •, m)
h — 1 i

onde può scriversi
n n n

2  aha hr ur =  Xi 2  ah Uh +  ' • ' +  2  ah u h —  0 •k,r=l h — 1 1 h = 1 m

(7) Ved. per esempio N. Bourbaki [1], p. 32, Lemme 3. A V ha dimensione finita su 
R e pertanto è noetheriano.

;(8) Ved. M. See [8], p. 32, nota <8 9 10>. Cfr. anche G. B. Rizza [7], n. 5.
(9) Un esempio è costituito dal caso V = A , composta diretta di due sottoalgebre 

A i ,A 2 e la base di A  unione di una base di A i e una base di A 2.
(10) Uh = Uh se Uh G V{ ; Uh — o se Uh € V i.
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D a Oi , Pi segue l’asserto.
Nel seguito, una trasform azione lineare che soddisfi alle precedenti con­

dizioni si dirà una m—centrosimilitudine di rapporti X i, • • •, \ m relativa alla 
decomposizione V\ , • • • ,  Vm dello spazio V  <n >.

4 - Il tipo di cam biam ento di base considerato alla fine del n. 3 è, a meno 
di opportune congruenze dello spazio V, il più generale cam biam ento di base 
che lascia invariato  l’insieme delle funzioni regolari di V. Sussiste precisa- 
m ente il Teorem a:

Ti -  Data una base B  di V, le basi B ' di V  per le quali risulta 
&d{Br) — (ß) sono tutte e sole quelle che si ottengono da B  mediante trasfor­
mazioni lineari con matrice

(S) T  =  K ~l T H

dove T  è la matrice d i una m—centrosimilitudine relativa ad una qualunque 
decomposizione d i V  m  sottospazi V{ tale che A. V  risulti somma diretta degli 
ideali sinistri A  ; e H , K  sono matrici d i arbitrarie trasformazioni ortogonali, 
che mandino rispettivamente le basi B  , B ' in basi compatibili con la decom­
posizione Vi , • • •, Vm di V .

Conviene segnalare subito i seguenti corollari di T i :

Co -  Se il  sottospazio V  ammette come unica decomposizione {del tipo indi­
cato nel Teorema Ti) quella banale: V \ ~ V  (m =  1), la matrice T  è la matrice 
di una centro-similitudine.

T * •In  questo caso infatti T  è una centro-sim ilitudine. Inoltre ogni trasfor­
mazione lineare ortogonale ha la proprietà richiesta nell’enunciato di T i.

Ci — Se gli elementi non nulli d i V  sono elementi invertibili d i A , i soli 
cambiamenti di base in V  che conservano gli insiemi delle funzion i regolari 
destre, corrispondono alle centro-similitudini d i V.

Invero, per ogni sottospazio di V, risulta A V Ï ==A e quindi A  V  =  A  
onde per m >  1 A  V  non è somma diretta  dei sottomoduli A  V{ . Dal corollario 
Co discende subito l’asserto.

Ci si applica in particolare alle algebre con divisione, con riferim ento ad 
un qualsiasi sottospazio V\ ed anche alle algebre di Cliff ord classiche su un 
R -m odulo M f assum endo V = M , oppure F = R - i +  M  <11 12>.

C2 -  ■Sta A  un'algebra irriducibile e dotata di unità. Allora i soli cambia­
menti di base in, A  che conservano tanto gli insiemi cït̂  (JT) delle funzion i regolari 
destre, quanto gli insiemi %S(B) delle funzioni regolari sinistre, corrispondono 
alle centro-similitudini d i A .

Alla dim bstrazione del corollario C2 è dedicato il n. 7.

(11) Una i-centrosimilitudine è ovviamente una centro-similitudine di V.
(12) Sulle Algebre di Clifford, ved. per esempio C. Chevalley [2], Ch. II.
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Conviene concludere questo num ero con u n ’osservazione che m ostra 
che l’esistenza di cam biam enti di base B, B ' per i quali risulti — 8id (B')
e che diano luogo a trasform azioni lineari diverse dalle centro-sim ilitudini, 
dipende, oltre che dalla struttura dell'algebra, anche dalla base B  di partenza.

Invero, tenuto conto della (5), se Vi - ,V m (m >  2) è una decom po­
sizione di V  con la proprietà richiesta nel Teorem a T i, può accadere che non 
esistano m atrici ortogonali H  che m utino B  in una base com patibile con la 
decomposizione; e questo fatto può presentarsi per ogni decomposizione non 
banale.

5. Per la dim ostrazione di Ti, basterà lim itarsi a provare la necessità 
della condizione ivi considerata. L a sufficienza discende infatti dall’osser­
vazione alla fine del n. 3, tenuto presente che i cam biam enti di base definiti 
dalle m atrici ortogonali H , K  conservano gli insiemi delle funzioni regolari 
(n - 3)-

Sia dunque &d(B') =  aHd(B). In  un prim o m om ento si considerici caso 
particolare

(ai o 

0

con o <  <  a 2 <  • • • <  an .
Si denotino poi con X? <  • • • <  X« (m <  n) gli elementi distinti del­

l’insieme dei num eri positivi ax , • • - , a*. Per ogni i (i — i,- • •, m) conviene 
indicare con uh ,u!u ih — i,-  • - , n) l’elemento uh , u!h ovvero lo zero di V ,

i i
a seconda che sia 0Lh =  X? ovvero cLk =\=}$.

Ciò premesso, sia il sottospazio vettoriale di V  generato dagli ele­
m enti uh ( h =  1 Evidentem ente risulta

i

(7) ' v  =  Fi © • • • © Vm (13) (14)

e la base ß  — {u^}  è compatibile con questa decomposizione di V  (n. 3). 
M a risulta anche:

(8) A V  =  A  Vi ® ••• ® A Vm .
n n

Invero, sia i =j=j e z — ah uh = 2  ^  uh un  elemento di A Vt- f )  A  Vy.
h = l i h = 1 j

Considerato allora. Yautomorfismo 9 delYA-m odulo sinistro A V  definito alla

|(i3) Si noti che nelle considerazioni che conducono alla costruzione della decompo­
sizione (7) intervengono soltanto la coppia di basi B  , B ' e la condizione (6); non interviene 
invece l’ipotesi gRd{B') =  cR^r^). Pertanto, anche con riferimento alla regolarità sinistra, 
partendo dalla medesima coppia di basi B  , B' si perviene alla stessa decomposizione di V. 

(14) Il segno ® denota somma diretta.
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fine del n. 2, tenuta presente la (6), riesce cp iuf) — X? uh onde
i i

n

<P 0 ) =  2  ah ? («*) =
h — 1 i

e analogam ente
n

<?(z) =  S  ^ < p W  =  z
h= l  j

e poiché è X,-={= Xy risulta .z  =  o. L a  (8) è dunque stabilita. 
Inoltre, dalla (6) segue

che si traduce nelle relazioni scalari

■ (aA — =  °  (A , Æ =  I , • • •, »):.

Si conclude senza difficoltà che, per ogni i, risulta
«

*4 =  S  «A (iè =  i ,
z A =  1 i

onde u 'k ^ V i (k =  i , n). In  altri term ini, anche la base B ' è compatibile
i

con la decomposizione (7), e la trasformazione lineare definita da T  muta in sé 
ciascun sottospazio V{. D enotate con T{ ed I { le m atrici delle trasform azioni 
subordinate in V{ dalla T  e dalla identità / ,  dalla (6) segue (7})_± 7} =  X? I { 
onde la trasformazione definita da T  subordina in ogni V{ una centro-simi­
litudine di rapporto

In  conclusione, nell’ipotesi che sussista la (6), il Teorem a Ti è dim ostrato, 
assum endo H  ~  K  =  I .

6. Consideriam o ora il caso generale, in cui la condizione (6) non risulti 
soddisfatta.

Per un  boto risultato  <15>, le m atrici 7Li T  e T T ^  hanno le stesse radici 
caratteristiche ai , • • •, an che risultano tu tte  reali, in quanto entram be le m atrici 
sono sim m etriche <16h U n altro risultato noto <17), assicura poi l’esistenza di 
due m atrici ortogonali H , K  tali che

(9) H ( T ^ T ) H ~ X =
<*i

=  K  (7T _!) K ~ x .

(15) Ved. per esempio J. H. M. Wedderburn [9], p. 25.
(16) Ved. per esempio J. H. M. Wedderburn [9], p. 88.
(17) Ved. per esempio J. H. M. Wedderburn [9], p. 90.
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Posto allora 

dalla (9) discende
f  =  K T H - 1 ,

fQh
T___XT  = T T •1 •

In altri term ini, la m atrice T  soddisfa alla condizione (6) del num ero 
precedente <18>. Il Teorem a T i è così com pletam ente dim ostrato.

7. Per stabilire il corollario C2 si procede così. Siano B  , B ' due basi 
di A  =  V  e T  la m atrice della trasform azione. Con il procedim ento del n. 6 
si costruiscono la m atrice T, soddisfacente alla condizione (6), e le m atrici 
ortogonali H  e K;  si applichi poi il procedim ento esposto all’inizio del n. 5, 
che conduce alla decomposizione (7):

(10) a  =  V  =  Fi © • . .  ® Vm .

In  queste considerazioni prelim inari non intervengono ipotesi di regolarità 
destra, sinistra <19h

T enuti presenti l’enunciato e la dimostrazione del Teorem a Ti, dall’ipotesi 
( ß l) =  (ß)  segue

T  =  K - 1 T H
e

(11) A V  =  A  Vi © • • • ® A V m .

Analogam ente, dall’ipotesi &s(Br) =  &S(B) segue

(12) VA  =  ViA  © • - • © VmA  .

Poiché A  è do tata di un ità risulta A — A  V  =  VA , V{C A  V{, Vi C V{A,  
da cui dim  V{ <  d i m A V j ,  dim  V{ <  dim  V{A ,  Tenuto conto delle (io), (11), 
(12) si conclude facilmente che riesce anzi dim  V{ =  dim  A  Vi — dim  V{A  
(i =  I , • • •, m) onde

Vi =  A  Vi =  V{A (i — i , • • •, m).

I . sottqspazi V{ sono quindi ideali bilateri di A  e pertanto  A  è com posta d iretta 
degji ideali V{. M a l’algebra A  è supposta irriducibile, onde la decomposizione 
(io ) è necessariam ente banale (m =  1, A =Vi) .  Pertanto  f ,  e quindi amiche 
T, è la m atrice di una centro-sim ilitudine.

Il corollario C2 è quindi dim ostrato.

(n8) Si noti che il procedimento che conduce dalla matrice T  alla matrice f ,  soddi* 
sfacente la condizione (6), è di carattere puramente algebrico e pertanto rimane inalterato se 
in luogo di funzioni regolari destre si considerano funzioni regolari sinistre.

(19) Ved. note <13>, <18>.
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