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Geometria. — Sulla rappresentazione del piano iperbolico e 
del piano di De Sitter su una retta reale proiettiva Nota ((*) **} di 
V in cen zo  D ic u on zo , presentata dal Socio E. B o m p ia n i .

SUMMARY. -  The purpose of this paper is the representation of the hyperbolic plane 
and the De Sitter plane on a projective real line by involutions and their transform ations.

Oggetto di questa nota è la costruzione di modelli, sia del piano iperbolico 
che del piano di De Sitter, su una re tta  reale proiettiva r  m ediante involuzioni.

U n  primo modello, su r} del piano iperbolico, si costruisce assum endo come 
rette del modello, o pseudorette, le involuzioni iperboliche su r  e come punti 
del modello, o pseudopunti, le involuzioni ellittiche su r. L a relazione di appar­
tenenza tra pseudo punti e pseudorette viene definita come permutabilità tra 
involuzioni di tipo diverso (due involuzioni sono perm utabili, se una almeno 
è iperbolica e ha i punti uniti corrispondenti nell’altra).

Per due pseudopunti distinti passa una pseudoretta ben determinata. Infatti, 
date due involuzioni ellittiche eli e $2 su rì esiste una involuzione iperbolica $3, 
i cui punti uniti si corrispondono sia in eli che in #2.

Per Vincidenza di due pseudorette si presentano tre casi. D ue involuzioni 
iperboliche, $1 e $2, s u r ,  infatti, possono avere le coppie di punti uniti che si 
separano o no, oppure $1 e U2 hanno un punto unito in comune; nel prim o caso 
esiste una involuzione ellittica $3 in cui si corrispondono i punti uniti di eli 
e $2, nel secondo caso esiste una involuzione iperbolica $4 avente la stessa pro­
prietà, nel terzo caso non esiste alcuna involuzione avente la stessa proprietà. 
In  corrispondenza due pseudorette vengono dette incidenti, disgiunte 0 paral­
lele. Due pseudorette quindi si dicono parallele, se le involuzioni corrispondenti 
hanno un punto unito in comune.

Rispetto ad una pseudoretta a, per uno pseudopunto P (£ a, si possono 
condurre due pseudorette distinte parallele ad a. Se P G a, i punti uniti U  e V 
dell’involuzione a non si corrispondono nell’involuzione P; esistono quindi 
due punti U e V corrispondenti rispettivam ente di U  e V nell’involuzione P. 
Le involuzioni iperboliche, aventi per punti uniti U  e U o V  e V, sono le 
pseudorette richieste.

L a perpendicolarità tra pseudorette viene definita come permutabilità 
tra involuzioni iperboliche. Si vede subito che due pseudorette perpendicolari 
sono incidenti e inoltre due pseudorette disgiunte sono perpendicolari ad una 
stessa pseùdoretta.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le S trutture Algebriche 
e Geometriche e loro applicazioni (sez. n. 4) del C.N.R.

(**) Pervenuta all’Accademia il 28 settembre 1971.
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Per uno pseudopunto P si può condurre una ben determinata pseudoretta b, 
perpendicolare ad una data pseudoretta a. Infatti le due involuzioni P e aì 
essendo P ellittica, hanno in comune una coppia di punti reali e distinti, che 
sono punti uniti di una involuzione iperbolica b.

Poiché due involuzioni iperboliche perm utabili non hanno in comune 
una coppia di punti reali, nel piano iperbolico non esistono triangoli triret­
tangoli.

Indicato con G il gruppo delle proiettività su r ì se a è una involuzione 
iperbolica di G, con il simbolo aa si rappresenta Yautomorfismo interno di G 
associato ad a. Poiché il prodotto di tre involuzioni appartenenti ad uno stesso 
fascio ef è una involuzione di Sf, m ediante Ga  involuzioni si trasform ano in 
involuzioni dello stesso tipo e in particolare restano unite quelle perm utabili 
con a; cioè m ediante aaì pseudorette si m utano in pseudorette, pseudopunti 
in pseudopunti e restano uniti sia gli pseudopunti di a, sia le pseudorette 
perpendicolari ad a. \J  automorfismo interno Ga viene chiam ato pseudosimmetria 
assiale.

Se P è una involuzione ellittica, per crp cioè per Yautomorfismo interno di 
G associato a P, resta unita ogni involuzione iperbolica perm utabile con P, 
cioè ogni pseudoretta passante per P ; ap viene chiam ato pseudosimmetria 
centrale.

Poiché ogni involuzione ellittica P può essere ottenuta come prodotto 
di due involuzioni iperboliche a e b, perm utabili tra  loro e con P, si ha che 
ogni pseudosimmetria centrale crp è uguale al prodotto di due pseudosimmetrie 
Ga e G h , con a b e P e a , b .

Dicesi pseudomovimento ogni prodotto di pseudosimmetrie assiali e quindi 
ogni automorfismo interno di G, dato che G è generato dalle involuzioni iper­
boliche su r.

Ogni elemento di G può essere rappresentato come prodotto di due invo­
luzioni, una delle quali almeno è iperbolica, e quindi come prodotto di, al 
massimo, trp  involuzioni iperboliche; in corrispondenza ogni pseudomovimento 
si ottiene come prodotto di due pseudosimmetrieì una delle quali almeno è 
assiale, e quindi come prodotto di, al massimo, tre pseudosimmetrie assiali.

Poiché il prodotto di tre involuzioni, appartenenti ad uno stesso fascio ef, 
è una involuzione di of, si ha il cosiddetto teorema delle tre simmetrie', se a , b , c 
sono tre pseudorettè appartenenti ad un fascio of , aa Gb gc =  ad , con d  6 of, 
e quindi o a p b g  c =  gc gò ga .

Gli ipseudomovimenti vengono suddivisi in pari e dispari, secondo che 
siano prodótti di un num ero pari o dispari di pseudosim m etrie assiali. 
Gli pseudomovimenti pari formano un gruppo G+, sottogruppo normale del 
gruppo G degli pseudomovimenti', infatti G* è sottogruppo di G di indice 2.

■G ; è generato dalle pseudosimmetrie centrali, poiché le proiettività dirette 
su r  si ottengono come prodotti di involuzioni ellittiche.

Secondo che a e b siano incidenti, disgiunte o parallele, un elemento Ga Gì 6 G+ 
viene chiam ato rispettivam ente rotazioneì traslazione iperbolica o spostamento 
oriciclico; nel prim o caso c’è uno pseudopunto unito P 6 a , b, nel secondo una
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pseudoretta un ita  c j[ a , b, nel terzo non ci sono né pseudorette un ite né 
pseudopunti uniti.

Le rotazioni intorno ad uno stesso pseudopunto, le traslazioni lungo una 
stessa pseudoretta e gli spostamenti oriciclici relativi ad uno stesso fascio for­
mano dei gruppi abeliani. Per questo basta dim ostrare la com m utatività del 
prodotto, la quale è una diretta conseguenza del teorem a delle tre simmetrie. 
Infatti: (aa Gb)  ( g c Gd )  =  (aa ab g c)  Gd  =  (<jtf Gb ora) Gd  =  g c (<jb Ga g J )  =  g c (pd Ga Gb) =  
=  (<**<**)•

U n secondo modello del piano iperbolico viene costruito su r  lasciando 
inalterata la definizione di pseudoretta e assumendo come pseudo punti i fasci 
di involuzioni permutabili con una involuzione ellittica. Ognuno di tali fasci 
è individuato da due involuzioni iperboliche, tali che si separino le coppie 
di punti uniti.

LI appartenenza di uno pseudopunto ad una pseudoretta significa appar­
tenenza di tre involuzioni iperboliche ad uno stesso fascio, cioè che il loro pro­
dotto è una involuzione dello stesso fascio.

L a verifica che per due pseudopunti distinti passi una pseudoretta ben 
determ inata è la seguente. Come modello della re tta proiettiva reale r  si prenda 
una conica non degenere 0  a punti reali. Se P e Q sono due pseudopunti, ad 
essi sono associati due fasci di involuzioni iperboliche, i cui assi formano due 
fasci di rette aventi i punti base P e Q interni a 0. L a re tta  P Q  è asse di 
una involuzione iperbolica, la quale è la pseudoretta per P e Q.

Poiché ad ogni pseudopunto di questo modello è associata una invo­
luzione ellittica, l ’ulteriore sviluppo della costruzione del modello si ottiene 
allo stesso modo di quello precedente; se ne tralascia perciò lo studio.

Passiam o ora al modello su r del piano di De Sitter.
Come pseudorette si assumono le involuzioni su r, sia ellittiche che iperbo­

liche, le quali vengono chiam ate rispettivam ente pseudorette spaziali 0 tem­
porali.

Çome pseudopunti si assumono invece i fasci di involuzioni, sia iperboliche 
che ellittiche, permutabili con una stessa involuzione iperbolica. Ognuno di tali 
fasci è individuato da due involuzioni: se una di queste è ellittica, non occorre 
alcuna condizione aggiuntiva; se invece sono entram be iperboliche, occorre 
che non si separino le coppie di elementi uniti. L'appartenenza di uno pseudo- 
punto ad una pseudoretta significa quindi appartenenza di tre involuzioni ad 
uno stesso fascio , cioè che il loro prodotto è una involuzione dello stesso fascio.

Per l'incidenza di due pseudorette si presentano tre casi', secondo che le 
due involuzioni corrispondenti siano perm utabili con una involuzione iper­
bolica o ellittica, oppure abbiano un punto unito  in comune, le pseudorette 
si dicono incidenti, disgiunte o parallele.

L a relazione di perpendicolarità tra pseudorette viene definita come 
permutabilità tra involuzioni su r.

Poiché due involuzioni iperboliche perm utabili tra  loro sono entram be 
perm utabili con una involuzione ellittica, si ha che esistono dei trilateri tri- 
rettangoli'. in ciascuno di questi un  lato appartiene ad una pseudoretta spaziale
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e gli altri due appartengono a pseudorette tem porali disgiunte, perciò in 
un trilatero trirettangolo esistono due soli vertici appartenenti alla pseudoretta 
spaziale.

Se come modello di r  si assume una conica non degenere 0  a punti reali, 
si vede facilmente che le pseudorette perpendicolari ad una pseudoretta spa­
ziale sono soltanto tem porali, tu tte  disgiunte e appartenenti ad uno stesso 
fascio; invece le pseudorette perpendicolari ad una pseudoretta tem porale 
sono di due tipi, passano per uno pseudopunto e appartengono quindi ad uno 
stesso fascio. In  questo modo ad ogni pseudoretta temporale o spaziale a viene 
associato un fascio di pseudorette perpendicolari ad a, il quale viene detto 
polo di a ed è pseudopunto se a è temporale: ogni pseudoretta spaziale o tem po­
rale a non appartiene al proprio polo e passa per i poli delle pseudorette per­
pendicolari ad essa.

Per il modello così costruito, dati due pseudopunti distinti, può m ancare 
la-pseudoretta passante per essi: infatti due pseudopunti, poli di due pseudo­
rette tem porali parallele, non appartengono né ad una pseudoretta tem porale 
né ad una spaziale. Per ottenere la s tru ttu ra  d ’incidenza del piano di De 
Sitter bisogna in trodurre delle nuove pseudorette, le quali vengono chiam ate 
«di luce» e sono indicate con il simbolo [a].

U na pseudoretta di luce viene definita come luogo degli pseudopunti, 
poli di pseudorette temporali parallele. Con questa definizione due pseudopunti 
distinti individuano sempre una pseudoretta passante per essi.

U na pseudoretta di luce [a] e u n ’altra b di tipo diverso si dicono incidenti, 
se b appartiene ad uno pseudopunto di [a]; una pseudoretta di luce [a] e una 
altra  tem porale b si dicono parallele, se il polo di b appartiene ad [a]. Due 
pseudorette di luce si dicono incidenti, se hanno uno pseudopunto in comune.

R icorrendo al modello di r  sulla conica 0, si vede subito che ad ogni 
pseudoretta viene associata una retta, la quale è secante, esterna o tangente 
a 0, secondo che la pseudoretta data  sia rispettivam ente tem porale, spaziale 
o di luce. L ’ijncidenza tra  pseudorette significa intersezione delle rette, ad esse 
associate, in un punto esterno a 0; il parallelismo tra  pseudorette significa 
intersezione su 0  delle rette associate. Si ha dunque che sono incidenti due 
pseudorette distinte, se una di esse è spaziale, oppure se sono entram be di 
luce; una pseudoretta tem porale e una di luce sono o incidenti o parallele; 
due pseudorette tem porali infine possono essere incidenti, o parallele, oppure 
disgiunte. Si vede inoltre che, data  una pseudoretta tem porale a, per uno 
pseudoplinto P € a si possono condurre due pseudorette parallele ad a; e infine, 
data  una pseudoretta di luce [a], per ogni pseudopunto P € [#], esiste una 
pseudoretta tem porale parallela ad [a].

Come nel caso del piano iperbolico, indicato con G il gruppo delle proietti- 
vità su r, seì a è una involuzione di G, con il simbolo aa rappresentiam o 
Vautomorfisnép interno di G associato ad a. Ripetendo il ragionam ento fatto 
per il piano iperbolico, si ha che, m ediante cja , pseudorette tem porali o spaziali 
si m utano in pseudorette dello stesso tipo, restano unite, oltre-#, le pseudo­
rette perpendicolari ad a e si conservano inoltre la perpendicolarità e Tappar-
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tenenza; perciò pseudopunti si m utano in pseudopunti e in particolare restano 
uniti gli pseudopunti di a e il polo di a.

L 5automorfismo interno Ga viene chiam ato pseudosimmetria spaziale o 
temporale secondo che lo sia a.

Poiché una involuzione ellittica può essere ottenuta come prodotto di due 
involuzioni iperboliche perm utabili, ogni pseudosimmetria spaziale si può 
esprimere come prodotto di due pseudosimmetrie temporali con assi perpendi­
colari.

Essendo involutivi gli automorfismi interni di G associati ad involuzioni, 
si ha che Xidentità e le pseudosimmetrie rispetto ad assi formanti un trilatero 
trirettangolo costituiscono un gruppo quadrinomio rispetto al prodotto operatorio.

Dicesi pseudomovimento ogni prodotto di pseudosimmetrie assiali, cioè 
ogni automorfismo interno di G.

Con ragionam ento analogo a quello seguito per il piano iperbolico si 
dim ostra che ogni pseudomovimento si ottiene come prodotto di due pseudo- 
simmetrie, una delle quali è temporale, e quindi come prodotto di, al massimo, 
tre pseudosimmetrie temporali.

Q uest’ultim o risultato  porta alla divisione degli pseudomovimenti in pari 
e dispari', quelli pari formano un gruppo G+ che è sottogruppo norm ale del 
gruppo G degli pseudom ovim enti. G+ è generato dalle pseudo simmetrie spaziali, 
poiché le proiettività dirette su r  si ottengono come prodotti di involuzioni 
ellittiche.

Secondo che a e b siano pseudorètte incidenti, disgiunte, o parallele, 
l’elemento Ga ab e G+ viene chiam ato rispettivam ente rotazione, traslazione 
spaziale, 0 spostamento oriciclico] nel primo caso sono uniti uno pseudopunto 
e una pseudoretta tem porale, nel secondo una pseudoretta spaziale, nel terzo 
non ci sono né pseudorette unite né pseudopunti uniti.

Le rotazioni intorno ad uno stesso pseudo punto, le traslazioni lungo una 
stessa pseudoretta spaziale, e gli spostamenti oriciclici relativi ad uno stésso 
fascio formano dei gruppi abeliani.

Gome nel caso del piano iperbolico si tra tta  di una conseguènza im m ediata 
del teorema delle tre simmetrie il cui enunciato, per il piano di De Sitter, è il 
seguente:

Se a ,b  ,c  sono tre pseudorette appartenenti ad uno stesso fascio , 
<3a ab gc =  ad, dove d  G e inoltre d  è temporale 0 spaziale, secondo che sia 
dispari o pari il numero delle pseudorette temporali della terna a , b , c.

Q uest’ultim o teorem a, come sappiam o, si dim ostra m ediante la proprietà 
riguardante il prodotto di tre involuzioni appartenenti ad uno stesso fascio.


