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G eom etria . —  Sui m osa ic i dello spazio  di dimensione n. N ota (#) 
di E m il M o ln â r ,  p resentata dal Socio B. S e g re .

ZUSAMMENFASSUNG. — Spiegeln wir einen W ürfel im ^-dim ensionalen euklidischen 
R aum  auf jede von seinen Seitenhyperebenen, so gewinnen wir ein aus 2 n 1 W ürfeln 
bestehendes « Kreuz». F. KÂRTESZI w arf die Frage au f [1], ob der Raum m it kongruenten, 
einander teilweise nicht überdeckenden Kreuzen lückenlos ausfüllbar sei.

W ir sprechen kürzlich nur über Kreuzausfüllung. Es handelt sich im weiteren um  eine 
gitterförm ige Kreuzausfüllung, die Kreuzm ittelpünkte bilden also ein ^-dim ensinales 
Punktgitter.

W ir identifizieren zwei gitterförm ige Kreuzausfüllungen, wenn es eine solche, die 
zu den Ausfüllungen gehörenden W ürfelgitter ineinander abbildende, lineare A bbildung 
gibt, die die durch die K reuzm ittelpünkte bestim mte Punktgitter auch einander zuordnet.

Das H auptresulta t der vorligenden A rbeit ist der folgende SATZ: Die verschiedene 
gitterförmige Kreuzausfüllungen des n-dimensionalen euklidischen Raumes und die miteinander 
nicht isomorphe A  belsche Gruppen von der Ordnung 2/2 -f 1 können einander ein—eindeutig 
zugeordnet werden.

Die A nzahl der verschiedenen gitterförmigen Kreuzausfüllungen ist fin ) —g fifi g  A  2) * ' W(a-0 - 
Hier ist 2 n -f  1 =  p f  p 22 • • • p f  die Primfaktorisation der Zahl 2 n f  1, und g ( cc) ist 
die Anzahl der wesentlich verschiedenen addiviten Herstellungen der natürlichen Zahl oc aus 
positiven ganzen Summanden.

i. In  questa Nota viene tra tta to  un problem a di F. Kârteszi [1], per
venendo alla re la tiva soluzione.

Consideriamo un cubo di dimensione n e  d i  suoi simmetrici rispetto 
alle facce del cubo (facce di dimensione n — 1). Questi 2 n f i  \ cubi formano 
una croce di dimensione n. Il problem a è di vedere se e come è possibile co
struire un mosaico — costruito da croci congruenti — che risu lti un ricoprimento 
perfetto d e ll intero spazio.

U h mosaico verrà chiam ato mosaico reticolato, se i centri degli elementi 
di esso formano un reticolo (cioè l ’insieme dei punti che -  in un opportuno 
riferim ento cartesiano -  hanno coordinate intere). U n  tal mosaico risulta un 
ricoprimento< perfetto (cioè senza lacune né punti interni più volte ricoperti) 
dello spazio.

S e m  = , i  ,2  allora esiste un tal mosaico, m a evidentem ente di tipo re ti
colato. Mp Freller ha costruito un tale mosaico reticolato nel caso n =  3 [2]; 
poi G. Korchm àros ha ottenuto un  mosaico reticolato di tipo analogo, m a 
per via più generale, valido anche per n >  3, [3].

Se u n ’applicazione lineare trasform a un mosaico di croci su di un  altro, 
allora dici apio che i due mosaici sono isomorfi. Ne viene la seconda parte del 
problema: determ inare il n u m e r o  dei mosaici reticolati eteromorfi (ossia

(*) Pervenuta all’Accademia il 21 settem bre 1971.
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a due a due non isomorfi). N on si conoscono finora mosaici di croci non 
reticolati.

Il risultato principale di questa N ota è che Esiste una corrispondenza 
biunivoca fr a  i  gru ppi abeliani eteromorfi d i ordine 2 n +  1 ed i  mosaici 
reticolati eteromorfi d i dimensione n.

2. Nel seguito, mosaico significa un mosaico costituito da croci di dim en
sione n , con l’intesa ch’esso riem pia senza lacune lo spazio di dimensione n. 
L a croce di dimensione n si compone di 2 ^ + 1  cubi di dimensione n. 
Questi cubi appartenenti al mosaico formano un ricoprimento cubico dello 
spazio ed i centri dei cubi com ponenti formano un reticolo d i tipo cubico. 
Indicherem o con K  il ricoprim ento cubico, e con X il reticolo dei centri.

Sia O uno dei punti di X. Scegliamo in X una base ortonorm ata oppor
tuna: ex , e2 , • • •, en . Avrem o

(0  X  =  { x  : x  =  x 1 e1 +  x 2 e2 +  • • • + x HeH ; x l t - - - , x n interi } .

Il sistema E  sia l’insieme

(2) E  =  { °  > , —  *1 » *2 . — «2 . —  « „ }  ,

cioè un sistema di 2 n +  1 vettori. In  tal modo l’insieme dei centri dei cubi 
com ponenti della croce di centro x  è dato da:

(3) E x =  x  +  E  =  { x  +  e : e € E  } .

L ’insieme X (rispetto all’addizione) è un gruppo abeliano.
Siano i vettori r k £ X (k =  1, 2 , • • •, n) linearm ente indipendenti; allora

(4) R  =  { r  : r  =  uxr± +  %  r 2 +  • • • +  unrn ; % , u% , • • •, un interi }

è un sottogruppo di X; R  determ ina un reticolo di punti. Se i centri delle croci 
di un  mosaico formano un siffatto R, denoteremo altresì con R  -  se non vi sia 
equivoco -  anche il mosaico (il quale riesce allora reticolato).

Gonsideriamo un reticolo cubico K '^  X ' ; O'} e[ , e '2 , • • •, e’n . Sia una 
applicazione biunivoca Z, che trasporti X su X '. Se x =  x^e1 + x 2 e2 +  • •• 
v  • +, xn en , sia x 1 =  L  (pc), dove

(5) x' =  Z  (x) =  x 1 f{ +  x2 f i  +  * • * +  X n fn +  bl ,

i vettori f {, f i , • • • yfn essendo elementi di { e\ , —  e[ , • • •, en , —  en} in ordine 
arbitrario, fra loro linearm ente indipendenti. Inoltre br eX'<, ed il vettore b' 
dipende dalla scelta di O' (O' =  L  (O) =» b' =  o).

Considerando i mosaici reticolati appartenenti ad R, rispettivam ente 
ad R '; essi sono identici, se e soltanto se esiste una Z  soddisfacente alle (5), 
che trasporti R  su R '.
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Essendo R  un sottogruppo del gruppo abeliano X, si può costruire il 
gruppo fattoriale X/R. Indicherem o con { x }  una classe di vettori x  de
finita da

(6) { * }  =  {> }  se e soltanto se x  —  y  e R  .

L a somma degli elementi di X /R  sia definita assum endo

(7) {ac> - h { ^ }  =  {ac 

e particolarm ente

(8) u { x  } =  { ux }, se u è un num ero intero.

Il gruppo fattoriale X /R rispetto all’operazione così definita è un gruppo 
abeliano, avente quale elemento neutro la classe { o }.

Il legame fra mosaico appartenente ad R e il gruppo fattoriale X /R 
avrà un ufficio essenziale nei nostri ragionam enti.

3. Per dim ostrare il Teorem a principale prem ettiam o alcuni Lemmi. 
(La fig. i rappresenta il contenuto geometrico della relativa dimostrazione).

Fig. i.
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LEMMA i. -  Affinchè un mosaico inerente ad  R  sia un ricoprimento perfetto, 
è necessario e sufficiente che ogni vettore d i X abbia una e soltanto una rappre
sentazione della fo rm a ’.

(9) X — r  -f- e (x 6 X , r  € R  , e 6 E ) .

Dimostrazione. -  In  virtù di (3), si vede che (9) vuol dire che un cubo 
elem entare di X col centro x  ed uno dei cubi componenti della croce di centro r  
sono identici. L ’unicità della rappresentazione (9) assicura che due croci 
qualsiasi inerenti ad R  sono prove di punti interni comuni.

Il seguente Lem m a dice lo stesso.

Lemma 2. -  R  risulta un ricoprimento perfetto (m ediante croci), se e 
soltanto se ogni classe (elemento) d i X /R contiene uno ed un solo elemento d i E .

Dimostrazione. — L a form ula (9) esprime precisam ente che la classe 
{*.} di X /R contiene uno e soltanto uno degli elementi di E .

Ogni affermazione delle seguenti Osservazioni 1 è corollario semplice 
del Lem m a 2.

Osservazioni 1. — Se R  risulta un ricoprim ento perfetto, allora

1) X /R  è un  gruppo abeliano di ordine 2 n +  1 ;
2) inverso di { e }  è { — e }  (e , —‘e e E );
3) se u {e  } =  { o }, allora ue e R  (u intero) ;
4) se uj {ej } + u k{ei } —{e},  allora Uj ey +  uk et — e e R  (ej ) ei , e e E \  

Uj , uk interi).

Nel seguito vedremo che le condizioni contenute in i)~4) offrono una 
strada che conduce alla costruzione di un ricoprim ento perfetto m ediante 
croci. Richiam eremo inoltre il classico Teorem a fondam entale dei gruppi 
finiti abeliani.

LEMMA 3. — a) Prescindendo da un isomorfismo, ogni gruppo finito  
abeliano è decomponibile univocamente in una somma diretta d i sottogruppi 
ciclici (ogni sottogruppo siffatto ha per ordine una potenza d'un numero primo).

b) Se 2 n +  i =  p f  • • allora considerando i  numeri
naturali

(io ) oc,-i Sì •■■■ V-jk =  ' ■ ■ — <*y, (J =  I , 2 , • • •, s)

soddisfi ac enti alle condizioni

(11 ) clj =  ay l  +  • • • +  <x.jk +  • * • +  (Xjtj ,

esiste sempre un ta l gruppo abeliano -  prescindendo da un isomorfismo — i l  quale 
è somma d i sottogruppi ciclici d*ordine • • •, p f i 1 , • • •, p fik , - ’ ’ > P / tj r  ’ ’ \ 
ogni gruppo abeliano (G , -f-) d'ordine 2 n T  1 è d i questo tipo.
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Ciò vuol dire, considerando detto gruppo (G , + ) ,  che si può rappresen
tare ogni suo elemento nella forma

( I2 ) g '  =  ^ i i ^ n  +  Cjkg . k +  • • ' • +  csts g stsy

dove le cjk siano num eri interi, cjk<  p f k , ord. (g.f) =  pVk .■

LEMMA 4. -  Per ogni gruppo abeliano G d i ordine 2 n f i  1 si può trovare 
un R (cioè un ricoprimento perfetto mediante croci) tale che i gruppi X/R 
ed R siano isomorfi.

Prim a di tutto, per illustrare la successiva dim ostrazione, diamo alcuni 
disegni o Tabelle.

1.

n =  3

2n+1=7

7 2 3

0 1 0
0 0 1

9 2 3 4

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

2 .

3 0 1 1

0 3 1 2

0 0 1 0

0 0 0 1

11.

n = 13

2 n +1 = 33

/  (13) = £? ( 3 ) = 3

2 .

27 2 3 4 5 6 7 8 9  10111213
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1

3 .

3  : 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 3 0 0 1 1 T 1 1 1 1 1
9 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7 8 3 1 1 0  0 1 2 1 1 2 2

1 3 1 2 1 2 0 0  1 2 1 2
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1

Fig. 2.
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Fig. 3-

L a fig. 2, m ediante casi concreti, dà una spiegazione ausiliare alla fig. 3. 
Come si vede nella fig. 3, i vettori fondamentali di R, cioè i vettori , r 2 , • • •, r n 
sono collocati nelle colonne della Tabella; nella riga u—esima scriviamo la 
coordinata del vettore eu. Ogni posto vuoto significa uno zero, m entre un posto 
cbh crocetta sta per un  intero qualsiasi.

Dimostrazione. -  M ediante una scelta opportuna dei prim i m =  
.=  h  + 12 +  • • • ~\~ ts esemplari nei vettori fondamentali, si può assicurare 
che gli elementi {ex} , • • • , {  eu} , • • • , {em} abbiano rispettivam ente gli 
ordini p ^ 1, • • •, p y k , • • •, p**s ; queste classi contengono — m anifestam ente — 
gli elementi ex , • • •, eu , • • •, em di E i inoltre le classi inverse {—  ^1} =  
=  { (Px11 ~  l ) ei }  r  * •> {—  eu} >' * *> {— em} contengono rispettivam ente i 
vettori — ex ,• • - , - e u ì - • -, —  em.
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Occorre poi spiegare particolareggiatam ente la scelta dei vettori 
rm+i >• * -, rv , • - -, r m. Il vettore

(*3) rv — an  ei +  * * * +  djk eu +  * ' * +  asts em +  ev

sia scelto in tal guisa che la classe

( H )  ^11 { e i }  +  * • ' +  fyk { eu}  +  * ' • +  asts { e m}  ,

appartenente ad X/R, contenga il vettore — ev di E , (m 1 <L v n). -  
Confrontando colla (6), si vede che la (13) esprime appunto questo fatto. -  
L ’inversa della classe (14) contiene ev .

Per soddisfare le esigenze del Lem m a 2, supponiam o che i coefficienti 
a in (14) godano delle seguenti proprietà:

1) ajk intero, o ^  ajk ^  p y k ;

2) se a,jk è l’unico a che sia diverso da zero, allora 2 ^  ajk ^  (j>yk — O /2 
(se f i *  > 3 ) ;

3) se almeno uno dei coefficienti è diverso da zero, ed il prim o di essi 
è ajkì  allora 1 ^  ajk ^  ( p y * — i) /2 .

Si può ora controllare che con tale scelta si ottengono n vettori linear
m ente indipendenti e che in ogni classe della forma

( J S) cn  { e i }  +  * ‘ ' +  cjk { euì +  • * • +  Csts { e m}  (o  ^  cj k <  p y k)

di gruppo fattoriale X /R  c’è uno e soltanto uno dei vettori appartenenti ad E.  
Basta far vedere che ogni elemento di X /R può scriversi nella form a (15). 
Sia

( l6) * = • • • +  Xu eK +  • • • +  x v ev + -----

un elerpente arbitrario  di X. Sottraendo da questo il vettore

I'm-f i  \* * ‘L  * ' ‘ ~f~

appartenen te  ad R, e poi uno dopo l’altro (con molteplicità opportune) i vettori 
r i > * * • v r u > * •■ •> rm > si vede che x  può scriversi nella forma

^ 7) x  =  r  +  cn  ' + • • * . +  Cjk eu +  * * * +  csts em,

dove o <  cjk <  p y k , y  e R  .

In  tal m odo si può vedere che i vettori fondam entali nella fig. 3 forniscono 
di fatto un ricoprim ento reticolato R, gli elementi di X /R  possono scriversi 
nella form a (15) e, in base alla (12), la corrispondenza

< ^ 1 1  ( e i }  » ’ * * » 8 j k  i e u }  r  '  ‘ > g sts { e m }  

risulta un isomorfismo G ^  X /R .
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Nel seguito R vuol dire -  nel senso della fig. 3 e del Lem m a 4 -  un 
ricoprim ento reticolato. Sia R ' un altro, appartenente ad X ' con punto iniziale 
O' e con base ortonorm ata (e[ , e2 , • • •, e'n). Il Lem m a seguente si riallaccia 
alla (S).

LEMMA 5. -  /  ricoprimenti reticolati R  ed  R ' sono identici se e soltanto 
se i  gruppi fa ttoria li X /R  ed X '/R ' sono isomorfi.

Dimostrazione. -  Supponiam o che R ed R ' siano identici, cioè esista 
u n ’applicazione L  della forma (5) che trasform i R su R è Se Z  è tale che
O' — L (O), allora b' =  o. Per stabilire che {*} (e X/R) {* '}  (e X /R),
scegliamo x  ed x' =  L (x). In  tal modo la rappresentazione X /R -> X '/R ' 
sarà un isomorfismo, in quanto:

{*} +  {y} =  {(*1 + y ì )  ei +  • • • +  (*„ + y „ )  e„} ->

■  ̂{ (x i ~r Vi) f i  +  • • • +  (x„ +  y„) f ,!} =  {»;'} +  {y } ;
{ac} =  {( x x) ex +  • • • +  ( -x„) en }

{(— * ì ) f ì  +  • • • +  (— 0 / „ '  } =  — {*'}•

Inversam ente, supponiam o che X /R ed X '/R ' siano isomorfi. Secondo
il Lem m a 2, gli elementi di E  =  {o  , e1 , — e1 , • • •, en , — en} caratte
rizzano il gruppo fattoriale X /R ; similmente, gli elementi del sistema 
E'  =  {o , e[ , — e'i , • • - , en , — ef]  caratterizzano X '/R è D unque l’isomorfismo 
X/R ^  X '/R ' stabilisce una corrispondenza biunivoca fra gli elementi di E  
e quelli di E ' ; cioè o<—>0,  e se e (eE)  <— > e' (e E' )y- allora ■— e<—->— e'.

V errà indicata con ( / /  , / 2' , • * • , / / )  la corrispondente della base
(ex , e2 , • • - , en). O ra si può definire l’applicazione lineare Z, quella che m uta 
il vettore

*1 +  *2 «2 +  • • • + * „ « »  =  * (6 x )
nel vettore

L(x)  =  x xf[  +  *2/ 2' +  • • • +  xnf n =  x' (e X ') .

M a questa è conforme alla (5), sicché l’immagine del reticolo cubico K sarà 
un reticolo cubico Kè

Si rileva dalle Osservazioni 1 e dal Lem m a 2 che, nella costruzione 
(rappresentata m ediante la fig. 3) scrivendo ( / / , - • * , / / )  in luogo di 
(eì ' e^)f ne derivano invece dei vettori fondam entali di R  quelli di R ' ; 
ed essendo L  u n ’applicazione lineare, segue che l’im magine di R  è R è D unque 
R  ed R ' sono identici.

4. Dopo i Lem m i prelim inari, passiamo ad alcuni complementi, in vista 
di ottenere il Teorem a principale,

Sia 2 n +  i =  p *1 • p £  • • • p*s (p 1 , Z2 » * * * > fis) num eri prim i distinti, 
e sià g  (ai) il num ero delle rappresentazioni additive (essenzialmente distinte) 
del hum ero naturale a. I l  numero dei mosaici reticolati {essenzialmente distinti) 
d i dimensione n è

(18) f ( n )  =  g ( Xl) ■ g ( o c2) • • • £ • « ) .
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Basta far vedere che, in base alla decomposizione di 2n  1, esistono 
gruppi abeliani eteromorfi in num ero di f(n)\  m a quest’affermazione segue 
im m ediatam ente dal Lem m a 3.

Se j  è fisso (y =  i , 2 , • • - , s) allora il num ero delle soluzioni dell’equa
zione (12) -  colla condizione (11) -  è ^ ( 09). Questo è anche il num ero dei pos
sibili componenti 6^. del gruppo abeliano G, indicando con GPj un compo
nente d ’ordine p°.J (costituito da elementi i cui ordini sono potenze di pj) —. 
Siccome in tale scelta i com ponenti possono essere indipendenti, ne segue la 
validità della (18).

Osservazioni 2. -  Consideriamo la costruzione nella fig. 3. Dove si trova 
sull’asse appartenente ad ek il prim o punto del reticolo R ?  Ciò vai quanto 
chiedere il punto di R  che è « il più vicino ad O ». L ’ordine dell’elemento 
{ek} (6 X/R) -  come abbiam o visto -  fornisce la risposta. La distribuzione 
« dei prim i vertici » dipende dal gruppo G ^  (X/R). Per esempio conside
riam o le distribuzioni nelle Tabelle 1 e 2 per n =  4 (fig. 2). Queste sono, nel 
prim o caso, (9, 9, 3, 9) e, nel secondo, (3, 3, 3, 3).

G. Korchm àros nella sua costruzione si limitò al caso in cui la distanza 
da O di uno dei «prim i vertici» sia 2 ^  +  1 (su uno degli assi), ed ottenne 
la costruzione per via geom etrica pura. In  detta ipotesi il gruppo fattoriale 
X /R è un gruppo ciclico d ’ordine 2 ^  |  1, cioè somma diretta dei gruppi 
ciclici aventi per ordini p ™1, • • • , p aJ , • • • , p ap  .

R itornando alla fig. 3, dalla costruzione discendono le seguenti osser
vazioni.

Se 2 n-\- 1 non è un num ero primo, allora la proiezione di un mosaico 
reticolato di dimensione n su di uno spazio subordinato di dimensione conve
niente può essere un mosaico reticolato di quest’ultimo, dipendentem ente 
dalla forma della somma d iretta del gruppo fattoriale X/R. Per esempio, 
nella fig. 2 consideriamo la seconda Tabella nel caso n == 13. Scegliamo la 
parte form ata dalle righe e colonne di posti 1, 3, 4, 5. Questa parte fornisce 
la prim q Tabèlla nel caso n ~  4; sicché la proiezione della seconda forma di 
mosaico nello spazio di dimensione 13 sullo spazio subordinato di dim en
sione 4 sotteso dai vettori (e1 , e3 , eé , e5) fornisce in quest’ultimo il mosaico 
della prim a forma.

B i b l i o g r a f i a

[1] KÀRTESZI F e re n c , Szemlèletes geometria, «G ondolât K önyvkiadö » Budapest, 1966.
[2] F r e l l e r  M i Kl ÓS, A  haromdimenziós euklideszi tér kiWltêse egybevàgo keresztekkel, «M T A ,

II I ., Oszt. Kôzleményei », in stam pa. f
[3] KORCHMÀROS G ab o r, Egy n—dimenziós mozaik (M anoscritto, conseguito un premio del-

TUniversità di Budapest).
[4] F. W. S. CASSELS, A n  introduction to the geometry numbers « Die G rundlehren der m athe

m atischen W issenschaften », Band 99, Springer Verlag, Berlin G öttingen-H eidelberg 
1959.


