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Analisi m atem atica. — Soluzioni periodiche di un problema misto 
non lineare per le equazioni di Navier—Stokes N ota di A n n a

Z a r e t t i , presenta ta dal Corrisp. L. A m e r i o .

Summary. — A Theorem is given for the existence of at least one periodic solution of 
a non-linear mixed problem for the Navier-Stokes system. The proof is given for the 
bidimensional case and when the wall of the tube is not too permeable.

I .  -  In  questa N ota ci proponiam o di studiare le soluzioni periodiche 
di un problem a al contorno non lineare per le equazioni di N avier-Stokes, 
e di dim ostrare un  teorem a di esistenza di almeno una soluzione periodica. 
Il problem a preso in considerazione si può presentare nello studio del moto 
piano di un  fluido viscoso incom prim ibile in un « tubo » a pareti permeabili.

Sia precisam ente £1 un insieme aperto lim itato del piano (x1 , #2) e sia 
T la sua frontiera, che supporrem o dotata della proprietà di cono, e che defi­
nirem o nel modo seguente:

r  — Ti u  T2 u  T3

dove:

r 1! =  { x1 =  o ; o <  x2 <  k  }

r 2 =  { x i  =  l  ; o < x 2 < k  )

rappresentano la sezione iniziale e finale del « tubo », e è la superficie 
laterale.

—

Come è noto la velocità u (x , t) =  { u ±(x  , t) , u 2 (pc , t)} (x =  { x ± , x 2}) 
e la pressione p  (x  , t) di un fluido viscoso incomprimibile, di densità un itaria

e coefficiente di viscosità p,, che si m uove in Q soggetto ad una forza f  (x  , t) =  
=  { f i  {pc , t) , / 2 (x  , t )}, soddisfano al sistema di Navier-Stokes:

ï - ^ + |  £ *  (**)+ $ - / ,  y - . . »

i  |S -  =  o .
,4=1 à xk

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo Nazionale per l’Analisi 
Funzionale e le sue Applicazioni del C.N.R.

(**) Pervenuta all’Accademia il 23 settembre 1971.
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Supponiam o che la velocità u (x  , t) del fluido soddisfi le seguenti condi­
zioni al contorno:

(2,1) ~ \ u ( x , t ) l 2 +  p ( x ,  t) =  :0Li ( x , t )  (x eF ;  , o < t < T  , i =  1 , 2)

( 3 , 0  

( 4 , 0

dove a; (x  , t) sono funzioni assegnate, ß (x  , t) >  o è il coefficiente di perm ea-

bilità, e con v si è indicata la norm ale a Y  d iretta verso resterno. _ Osserviamo 
che la (2,1) assegna il valore dell’energia totale del fluido sulle sezioni iniziale 
e finale di Q; la (3,1) esprime la relazione, dedotta sperim entalm ente, tra  la 
pressione e la velocità del fluido e precisam ente traduce la condizione che la 
velocità del fluido che attraversa la superficie laterale perm eabile T3, sia pro­
porzionale alla radice quadrata  del salto di pressione (si è supposta nulla la 
pressione esterna). Infine la (4,1) im pone alla velocità di avere com ponente 
tangente a Y  nulla.

P rim a di dare la definizione di soluzione periodica delle (1,1) soddisfa­
cente alle condizioni poste, è necessario ricordare qualche definizione. (Cfr. [1]).

Indichiam o con l’insieme dei vettori piani u (x) =  (u i (x )  , u 2 (x)} 
indefinitam ente differenziabili in Q, con divergenza nulla e tali che:

|. U (x) I =  I u (x) X V I per x  6 Y.

Siano inoltre N° e N 1 la chiusura di 0 1  rispettivam ente in L2(D) e H 1(0 ). 
Possiamo porre:

p  (x , t) =  ß ( x , t) u  ( x , t) X v I u (x  , t) X v I (x € P3 , o <  /  <  T) 

j u (x  , t) I =  I u (x , t )  X v I

. (« . » V  =  (« » o)l*(Q)-

C« > &)n1 =  («■• » )HJ(0)

risultando così N° ed N 1 spazi di H ilbert con N 1 denso in N° ed essendo 
l ’im mersione1 di N 1 in N° com pletam ente continua.

Indichiapio ora con D (A) l’insieme di elementi u  e N 1 tali che: 

v -> (u , i ) n 1 sia una form a lineare continua nella topologia di N°.
Come è noto, è allora possibile trovare un operatore A  lineare autoaggiunto 

e positivo da D (A) in N° tale che:

(« > ^ )Ni =  (A u  , v )No V u e  D (A) , v e  N 1.

È  allora possibile definire gli operatori A° (a >  o) e indicare con:

V0 =  D (A a/2)
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il dominio di A°/2. V 0 risulta essere uno spazio di H ilbert con prodotto scalare 
così definito:

(u , v \  =  (Aal2u  , A a/2^)No .
o

R isulta in particolare:

Vi =  N 1 ; Vo =  N° ; V0 C H °(Q ) o <  <r <  1

e vale il teorem a di interpolazione:

[Va ,Vß]e =  V a(i_0)+ß0

che definisce uno spazio di H ilbert interm edio tra  Va e Vß. Identificando Vo 
con il suo duale V q si può inoltre porre:

v ;  =  v._0 .

Possiamo ora dare la definizione di soluzione periodica.
Posto:

u  (/) =  { u (oc , t) ; x  € O }

/OD =  { f ( x , t )  -, X e Ü }

a,-(0 =  {«,•(* , t )  ; x  e IL ; 2 =  1 , 2 }

ß OD =  {ß (x > 0  ; x e  r 3}

b(u , v  ,w )  =  I 2  ui ~lr~
J  i , k = 1 ÓXt
Q

ed ammesso che f  (t) , a,- (f) , ß (t) siano periodiche d i periodo T , diremo che

u(f) è una soluzione periodica d i periodo T  delle (1,1) soddisfacente le condizioni 
a l contorno (2,1), (3,1), (4,1), se:

i) u ( t) e L°°(o , T  ; Vo) n  L 2 (o , T  ; Vi)

e soddisfa Vequazione:

il)

(5, 1)

T

j  j(— «OD , ^V ))v0 +  (x («00 , h(t))Yl +  b(u{t)  , u( t)  , h(t))  —  
ò

T

T

I u (x , t) X v |2) h (x , t) X v dT,- d t  —

—  / / ß (x  , t) I u  (x  , t) X v J (u (x , /) X v) h ( x , 2?) X v d l^  dt
0 r .

VÄ ( 0  e C° (o , T  ; VO , / ( / )  e L 1 (o , T  ; V0) , h ( o) =  A (T) .
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Osserviamo che la condizione: u  (o) =  u  (T), necessaria e sufficiente

per la periodicità della u(t),  è contenuta im plicitam ente nella (5,1). R icor­
diam o ora che in [2] si è dim ostrata resistenza in grande di una ed una sola 
soluzione del sistema (1,1), soddisfacente le condizioni (2,1), (3,1), (4,1) e

la condizione iniziale: u  (o) =  u 0 e supponendo in particolare che la parete 
del « tubo » Q non sia troppo permeabile, ossia che il coefficiente di perm ea­
bilità non sia troppo piccolo. Precisam ente il Teorem a di esistenza e unicità 
vale nelle seguenti ipotesi:

I) /(*)£■ L 2(Q) Q =  Q x o  'T  

II) a; ( / ) e L 2( o J ; L 2(r,.)) z =  i , 2

II I)  ß 0 9  e L°°(o , T  ; L°°(T3))

IV) ß (x , t) >  i / 2 

V) u0 e V 0 .

2. -  D iam o ora il Teorem a di esistenza di una soluzione periodica come 
definita nel § i. Per la dim ostrazione seguiremo questa via: in un prim o 
tem po dim ostrerem o che un sistema di equazioni differenziali ordinarie 
approssim anti dedotto dal sistem a (1,1) am m ette almeno una soluzione perio­
dica; in un secondo tem po dim ostrerem o che la successione di tali soluzioni 
converge debolm ente verso una soluzione periodica delle equazioni di 
N avier-S tokes.

Precisam ente dimostriamo i l  Teorema'.
—>

Se le fu n z io n i f  (f) , oq (/), ( 2 = 1 , 2 ) ,  ß (f) sono fu n z io n i periodiche d i 
periodo T  e soddisfano alle ipotesi I, II,  III ,  IV  del teorema di esistenza enun­
ciato a l § i , esiste almeno una soluzione periodica d i periodo T  del sistema d i 
N avier—Stokes nel senso g ià  precisato.

Consideriam o il sistema di equazioni approssim anti dedotto dalle (1,1) 
in m odb analogo a quanto fatto in [2]:

(1 ,2) (u'„ (t) , £,-)v0 +  (J. («„ 0 ) , £>)Vi +  b (un (t) , Un (t) , g j) g j)Y =

=  —  JE  y  (“A* . /)  — — I * « (* ,* ) x  ^ \2f j ( x ) X  V d r .  —
r,.

/»
— j  ß (x  . t) I u n{x , t) X v I (un(x  , / ) X v )  gj(x)  X 7 d r 3

r 3

ove si è posto:
> n

U n ( f )  ^  a j , n ( f )  g j
1

->
e gj è una base ortogonale in N i .
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Dal sistema (1,2), m oltiplicando per ajìH{f) e som m ando, otteniam o: 

(2>2) T  1 7  II (fi l!v0 +  ^ Il ««(fi llvj +  b > ««(fi - ««(0) — (/(fi > «*(0)vo =

2 f
=  — %  ! —  |2) «„(a:, t) X v di1,- —

”"1 f i

—  f ß (x  , 0  | « „ ( * ,  f iX  v I ( « „ ( * , t ) X  v)2 d r 3 .

r 8

Tenendo ora conto dell’ipotesi: ß (# , / ) .  > 1 / 2  la (2,2) si può scrivere: 
(Cfr. [2], § 4)

2 f*
(3 ,2) T  “57 II (fi llv0'+  ^ Il « « ( f i l l ^  ^  ( / ( f i . u J f ) \ —  j b  j  % (*> fi «»(*,fi X V dr,-

r f
da cui si deduce:

i  i l « - ( f i l l v 0 + ^ 1 1 ^ ) 1 1 ^  <  l l î ( f i l l v 0i l / ( f i l l v 0 +  i j  11 x ì ( f i  I I I2 (i^o 11 « » ( f i  I I I2 (r,o  —  

<  I K ( f i l l v 0 l f / ( f i l l v 0 +  A  È l i « . ' ( f i l l e r . )  I K ( f i l l Vl

e quindi che:

( 4 . 2 )  Y  -57 II « «  ( f i  llv0 +  Il « «  ( f i  l lv , ^

<  | . | « * ( f i l l Vl I H  11/  ( f i  llv0 +  ci  X  il ^  ( f i  llL2(r f)

Integrando la (4,2) tra  o e t  (o <  t  <  T) e tenendo presente le ipotesi 

fatte su f  (t) e a,:(V) si ottiene:

t

\  Il «« (fi llv0 —  T  I' ^»(°) Hv0 +  ^ j  II «»(fi llvj dT ^
0

t .

<  j  II «„(fi ||Vl I  C2 11/(fi llv0 +  Ci 2  II % (fi ||L2 (r.) I dx <
b

^  j f l l  » « ( f i  llv x d T  i  j 2 f  ( f i  l l / ( f i  llv0 +  ci  2  II «.• ( f i l l e r , . ) )  d T  j 
0 b
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da cui per t  =  T  si deduce:

( 5 ,2 )  \\un(T )\\lo <  \\un(ó)\\lg
T T

2 !X j  II Un ( t )  11̂  d T  +  2 C3 I J  II « „ ( t )  | | ^  d T  I
Q 0

ove si è posto:

cz =  2

T

^ 2 1 1 / ( T )  II* +  1̂ S. IK-WII®
? =1

Risulta quindi:
T T

(6,2) | | î ( T ) |£ o<  I lî(° ) ||v 0+ 2 ( <r8- { i | J  ll«»(T)||*i dT |1/2) j j \ \ u n^ ) \ f V i à T
0 0

Ora, se:
T

C 3 ~ l L \ j  ^  dT I — °
0

ossia se:

f H « *  ( t )  I I v j
0

allora segue dalla (6,2):

Se invece:

Il 26« C O  IIV, ^  I K ( ° ) Ì I"V„

T

f  Ì M r ) f V i d T  <  ^
Ò

allora 3f e o '  'T tale che:

,(0 l l v „ ^ / 4 ll^ (/)llv , < ^ 4 - A

D alla (6^2) scritta per l’intervallo ( t , t), o

t

( 7 . 2 ) l l ^ ) l l v 0 <  I I « .  ( 0  ] l v 0 + 2 ^ 3 K C O I I v  d T

., si ottiene:

1/2
<

2
3̂ i

12. — RENDICONTI 1971, Voi. LI, fase. 3-4.
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Segue che, se:

l l^ (o ) ||v 0 > ^ 5

deve necessariam ente risultare:
T

*o
e quindi:

(8,2) ll*«(T)llVo < I K ( o ) U V(

(9,2)

Consideriam o ora la trasform azione S definita dalla relazione:

S (u0) =  un(T)

dove u n(t) è la soluzione del sistema approssim ante (1,2) soddisfacente la con­

dizione iniziale: u n(o) =  u 0 .
Questa soluzione esiste per ipotesi in tu tto  l’intervallo o 1 T.
L a trasform azione S definita dalla (9,2) è continua e, per le (8,2), (7,2) 

m uta in se ogni sfera dello spazio euclideo S n con centro l ’origine e raggio
R >  Ì 7 Ò ■

D a un Teorem a di punto unito di Tychonoff segue allora (Cfr. [3], [4])
1’esistenza di almeno un punto unito per la trasform azione S e quindi di

-
almeno una soluzione periodica vn (V) di periodo T  per il sistema approssi­
m ante (1,2).

Occorre ora dim ostrare che dalla successione (/■')'} di soluzioni perio­
diche approssim ate si può estrarre una sottosuccessione convergente debol­

m ente ad una soluzione periodica v(t)  del sistema di N avier-Stokes.

Osserviamo innanzi tu tto  che per la soluzione vn(t) vale la relazione:

Se infatti in un punto t fosse: \\vn(T)\\y > } ! c5 dovrebbe risultare, per 
quanto dim ostrato sopra:

il che è assurdo per la periodicità di vn(t).
Consideriam o ora di nuovo il sistema approssim ante (3,2) e pensiam o

di scriverlo per le vn(t). D a esso si deduce, integrando tra  o e T :

(10,2) Il2 (0 llv0 ^  1^5-

i r ^ a  +  T)i!Vo <  n ^ ( o i iV(

V T T
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da cui segue:
T

(U >2) /  l | ^ ( T) | | ^ d T < K.
0

Le (10,2), (11,2) sono due disuguaglianze analoghe alle m aggiorazioni 
(Cfr. [2], § 4) che ci hanno permesso di dim ostrare il Teorem a di esistenza di 
una ed una sola soluzione in oj T  del sistema di N avier-Stokes, nel senso 
precisato al § 1 e per il problem a che stiam o considerando. Quindi, con lo 
stesso procedim ento utilizzato in [2], si dim ostra che è possibile estrarre dalla

successione { v n( t ) j  una sottosuccessione (che chiameremo ancora

convergente debolm ente verso una funzione v (t) soddisfacente le condizioni 
i) it) del § i.

Il Teorem a è così com pletam ente dim ostrato.
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