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Analisi matematica, — Sw/ problema di Cauchy per una disequa-
ziome  parabolica con convesso dipendente dal tempo e dato iniziale
non nullo”. Nota II ©2 di Marco Birori, presentata dal Corrisp.
L. AmERTIO.

RESUME. — On démontre le Théoréme 3, enoncé dans I, et on donne un exemple
d’application de cet théoréme.

§ 1. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3

Dimostriamo il Teorema 3 mediante il metodo di penalizzazione sce-
gliendo come operatore di penalizzazione l'operatore

B(v=J(— Pgpv) ovEW.
Notiamo che, fissato v € W, B(z)v & integrabile e

(1,1) B@o,v)y = (1B &) 2|3

(1,2) 1B@ vy < llzlly -

Dalla dimostrazione del Teorema 1, Nota 1, risulta inoltre che B(¥)v
¢, fissato #, continuo da W forte in W debole.
Consideriamo il problema

(1,3) BO+AD O+ LBOu® =,  qo.su [0,T]
% (0) = u,

e dimostriamo che (1,3) ha, Ve >0, una soluzione (7).

Procediamo secondo il metodo di Faedo—Galerkin.

Sia {v;, -+, 9,,---} una base di V e sia V,, il sottospazio sotteso dai
vettori {oy,---, 7, }.

Consideriamo il sistema approssimante

) S0 +AO RO+ L EOBO ) =S ,5)
=1, -,
w@ eV,  u(©) =up, €V, /

ove lim #,, = #y in H.
n_‘>+w . . . .
Questo sistema ha una soluzione locale #,(#) definita sull’intervallo

o, 4] [1].

(*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano; lavoro eseguito usufruendo di una
borsa di studio del C.N.R. presso 'Universitd di Parigi.
(*¥*) Pervenuta all’Accademia il 25 giugno 1971.
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Da (1,4) ed (1,1) si ha
¢ t

19 Flm@F e[l @ ds + 2 [ 180 m @l as <
0

0
T

< [, o) ds L uoul
0

per € [0, T]; da (1,5) si deduce che #,(#) pud essere prolungata in una solu-
zione globale di (1,4) su [0, T], che ancora indichiamo con 2, (2).
Da (1,5) si deduce pure che

(1,6) |2, ()] < 1 q.0. in [o,T]
T
(L7 12, (2) [ d2 <
/
(1,8) e KRGS
0
da cui
r
(1,9) J(f i (z)H )2 dt < o
0

Da (1,6) (1,7) (1,8) (1,9) si deduce che si pud estrarre da {2,(£)} una
sottosuccessione, che per semplicita indichiamo ancora con {#,(#)}, tale che

(1,10) lim w, (£) = u (¢) in C(,T;H)
n—> 400

(1,11) im* 2, (£) = u () in @0,T;V)
#n—> 400

(L12) I (AQ) () + L BOw@B) =2() in P0,T; V.

La funzione #(#) soddisfa allora la relazione

(1,13) L u® O =),

da cui

T T
(1,14) ﬂﬂmwm:%WW~;WﬁW+JU@m®Nt
0 0
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Inoltre
"

max lim J CA@ 4, + L B0) 1.0, 1> dr <
0

7 —> 400

n—>-+400

< lim X, P — L (D +Of<f<t>,un<t>> | =
=| 3wl — 3 e + [(F0. w0y | =

=IQ@M@NL

Si ha allora, [2] pag. 179
(1,15) LA =A@ u®)+LB0) ul).

Da (1,13) e (1,15) segue che #(¢) & soluzione di (1,3) e la tesi & di-
mostrata.

Consideriamo ora il problema (1,3) al variare di ¢; per la prima parte
della dimostrazione possiamo affermare, che, ¥z > o, (1,3) ha una soluzione

u ().
Da (1,3) si deduce

¢ ¢

~(1,16) % |2 (2) 2 + o {]]us(s)ﬂz ds - %f(ﬁ(s) 2#.(s) , u:(5)y ds <
0 0

;ﬂﬂm%@&+éww,

per £€ [0, T]; da (1,16) si deduce che

(i,17) |2 ()] < q.0. su [0, T]

(1,18) Jiwora<ea
0

T
(1,19) %f@@ ue(t), u(O)ydt < c.
0
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Da (1,17) (1,18) (1,19), procedendo come in, [2] pag. 393, si deduce che
(1,20) f@’(l‘) FAD u@®) —f@), 0O —u@®) dt =
]

= {lo@—u @ —|v©) —ul}
per s€[0,T]—A ove Ac[o,T] non dipende da v(¢) e m(A)=o0
Vo) e® (0, T;V) con o()e®(o,T;H)
v €K@  qo. in [o,T]
u@) el (0, T;V) wu@eK(@ qo. in [o,T]
Poniamo

A § =0 t€]s8,T]
Z(l‘)—?:%() € fo, 8]

0<3 <.
Da (1,20) si deduce allora

im o (£) = u, in H.
t—> 0+

Per la parte riguardante la unicith & sufficiente osservare che se
K (#1) c K(#2) per #1 <#3, la soluzione dell’equazione

MWy (#) 4wy () = w ()
w (0) == u,
¢ tale che, se w () €K (#) q.o. in [0, T], w,(?) €eK(?) q.o. in [0, T]; si pud

allora dimostrare la unicita e la continuitad in H di # (#) seguéndo i metodi
usuali, [2] pagg. 393-394.

§ 2. UN ESEMPIO

Sia Qc R” un aperto limitato di frontiera I' sufficientemente regolare.

Supponiamo che I' abbia misura superficiale in R” finita e poniamo
¥ = [o, T]xT; sia Zo una parte superficialmente misurabile di = e I'(?) la
sezione di Zp all’istante £

Supponiamo che I' (#) sia misurabile superficialmente in R” q.0. in [0, T].

Consideriamo il convesso di £2 (")

K@ ={zvxe@|o@) =0 qo.su I,};

esso & chiuso in 9X(T") ed & facile vedere che K(#) soddisfa, assunto W = £° (I,
le condizioni del Teorema 1; quindi ¢ integrabile su [0, T].

11. — RENDICONTI 1971, Vol. LI, fasc. 3-4.
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Ricordando un noto Teorema di prolungamento e di traccia, [3], che
lega le funzioni di ¢*(T") e le funzioni di HI/Q(Q), possiamo asserire che

K = {v(x) eH?(Q)|v(x) >0 qo. su ['¥)}

& una funzione avente come valori insiemi chiusi e convessi di H'?(Q), misu-
rabile su [o,T].

Poniamo V = HY(Q), W = H"*(Q), H = ¢%(Q) e definiamo A :V — V*
mediante la relazione

<A”’7’>:'/ gﬁ Sulz) 3 (x) +7\%(x)v(x))dx A>o0

=~ Sx;. le, \
Q
Vu(x), v (x) €e H(Q).

Sia #y(x) =0 e f(£) € (0, T; (H(Q)*); si pud allora applicare alla
disequazione (1,2) della Nota I, il Teorema 3.

Notiamo che se f(#) €< (o, T; *(Q)) il problema (1,2) della Nota I
equivale formalmente al problema, [2], pag. 280

au(ait’x} —Au(t,x) +2u(t,x) =f(¢,%) q.o.su RxQ
uw(0,x) =0 qo.in Q
u (t ) x) =0 q.o.
ou(t,x) ~ o
an 20/_ q-o.
u(t,x) - auéi’x) s =0 qo.
du(t,x) .
3 55, 0 q.o.
BIBLIOGRAFIA

[1] CoDDINGTON E. e LEVINSON N., Theory of ordinary differential equations, MacGraw-Hill
(1955).

[2] LioNs J. L., Quelgues méthodes de résolution des problémes aux limites non linéaires,

" Dunod-Gauthier Villars (1960).

[3] L1oNs J. L. e MAGENES E., Problémes aux limites non homogénes et applications, vol. I,
Dunod 1968.



