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Ermanno Lanco.nelli, S u una classe di moltiplicatori, ecc. 133[03]

Matematica. — Su una classe d i moltiplicatori di &L,p ed appli
cazioni. Nota n  di E rmanno L anconelli, presentata dal Socio 
G. S corza D r ag o ni.

S u m m a ry . — We get a class of SrL^(Rw) multipliers which contains, for example, the 
functions of type exp {if),  f  real-valued. Some applications to the spectrum of partial 
differential operators on Lp (RM) are given.

NOTAZIONI. — Con R* indichiam o lo spazio euclideo delle n—pie 
£ =  Gl , • • •, £„) di num eri reali; il prodotto interno di R" sarà indicato col 
simbolo { , ) ; poniam o \ ^ f  =  (%,%). Fissato a e R K, ap >  o per j  =  1, • • •, n, 
poniamo

? 2  is,-
0=1

1/2

Se a 6 R w ha coordinate intere non negative, poniamo Ça =  n e
j =i J

Chiam eremo a—grado del monomio il prodotto (a , oc) ; Va—grado di un poli
nomio è il massimo a-g rado  dei suoi monomi. Diremo infine che g  : Kn R 
è positivamente a-omogenea di grado b se g  >  o e se, per ogni t  >  o,

Per i <  q <  00 , lfq (R ”) indica lo spazio di Sobolev di indice 
r= z( f i , - • • ,rn) introdotto in [5]; Brq(Rn) indica invece l’analogo spazio di Besov 
(per la definizione si veda, ad esempio [4]); nel seguito supporrem o sempre 
rj  >  0 Per ogni j .  R icordiam o che lo spazio Bq (R) si può ottenere m ediante 
interpolazione fra Bq ed lJq dove h è un intero più grande di k (si veda ad 
esempio [6]). R icordiam o inoltre che, per ogni / , o < / < i ,  B^(RW) è 
immerso con continuità in lJq (R n),.

Poniam o Dy =  — z'3/3̂ y e, se a è un m ultiindice intero non negativo 
D a =  D i1 - - - D a" .

Con C~ (Rn) indichiam o l’insieme delle funzioni infinitam ente derivabili 
a supporto ;Compatto; se /  è un vettore di R ;? a coordinate intere non negative, 
C / (R ”)' indica l’insieme delle funzioni /  : R'7 > C con D c o n t i n u a  per
o <  k <  j  =  i, 2 ,. • -, n.

pd indicano la trasform ata di Fourier e la sua inversa.
Diremo che /  appartiene ad Mp (o che /  è un moltiplicatore di se

l’applicazione Ty, definita form alm ente come segue

T>(?) =  ^  ( / * ? )  , « p e C ^ R * ) ,

è tale che à up {|| Ty (9) ; Lp (R")|[ ; 9 € C~ (R”) , || 9 ; L /R *)|| <  1} — ( / ) <  + 0 0
(per le principali proprietà di Mp si veda [3]).

(*) Pervenuta all’Accademia il 13 settembre 1971.
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I. -  A lcu n i T eorem i su i m oltiplicatori d i

Poiché la trasform ata di Fourier è una isom etria di L2(R%) in sè che m uta 
il prodotto di convoluzione nel prodotto puntuale, la convoluzione di due 
elementi di L2(RW) è una funzione la cui trasform ata di Fourier è sommabile; 
in simboli L2*L2 =  cFLiCM i. In  generale vale il seguente Teorem a dovuto 
a L. S. H ahn  [2]:

siano ^ € L ?(R W) , G c L ^ (R ^ ) (ijq  +  ijq' =  1) e sia f  = G * g ;  allora 
/ c  Mp per \ i \ p — 1/2 I <  m in { ijq  , i/q1}  e

M ,( / )  <  H G H, 11* 11, .

Ricordiamo anche che ogni elemento /  di L ^ R ”), 1 <  q <  00, si può 
scrivere nella forma seguente: /  =  Gr * g  dove g  e L ,(R ”) e

f^ G / (l) = X ( *
/=1 +  %) y/e

- q/2

essendo r  =  (r± , • • - , rn), p =  m ax rj [4] ; inoltre, la norm a di g  in L ,(R ”) 
è equivalente alla norm a di /  in L^(R ”).

A bbiam o allora la seguente proposizione (cfr. Teorem a 9 di [2]).
n

P ro p o s iz io n e  i . i .  -  Se q >  2  i/^-, q >  i, lo spazio L '( R B) è immerso 
con continuità in per \ i \ p — 1/2 | <  min {1/2 , i /q}.

Dimostrazione. -  Posto a =  2  1 jrj riesce [4] :
y=i

exp (a | £ |) I Gr (£) I <  c ■
vy=i /

x k  O +1 ij r1).j =1

er <  I

a =  I , <3 , z >  o , 

>  I
e quindi Gr e se q >  cr.

Supponiam o dapprim a q >  2. Se /  e L '(R *) risulta f = G r * f  con 
Gr cL ^ /R ") e *cL/R**); per il Teorem a di H ahn f e  Mp per |i  \p — 1/2] < i / q  e

M, ( / )  <  ||G J ,, ||* ||, <  Cr 11/  ; I4 (R")|| .

Se K q < 2 ì Uq(Kn) è immerso con continuità in L2 (R%), dove
«

J ~  (si > * * ' > «O > •*> =  rj  f1 ~  (1/^ —  1/2) a]. Poiché 2  i /y  <  2, per quanto
y=i

già dimostrato, riesce L2(R%) C M i con immersione continua. D ’altra parte 
Mi è immerso con continuità in per ogni p,  1 <  p  <  00. Abbiamo dunque 
la seguente catena di inclusioni continue:

L;(R*) C L 5(R") C Mi C Mj , , i i
~ p ~ ~ à

1
2

Ciò prova l’asserto.
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Proposizione 2.1. -  Se g > £  i/ry , q >  1, B*(RB) e immerso con conti-
j =1

nuità in per | i/p  ■— 1/2 \ <  m in { 1/2 , i/q  }.

Dimostrazione. -  Poiché ç 1lrj> esiste t  tale che o < t  <  1 e
n J —l

Ç l l^ j  • A llora B^(RW) è immerso con continuità in L^(R*) m entre
y=i

quest’ultimo, per la proposizione precedente, è contenuto in per | i/p  — 1 /2j <  
<  m in {1/2 , i /q}.

Il Teorem a seguente costituisce una naturale estensione del Teorem a 2.2 
di [7].

Teorema 1.1. — Sta a un vettore d i R % a coordinate positive ed l  un vettore 
di R7' a coordinate intere non negative. S ia  / e C / (R w); se esistono A  >  o, 
b >  o , 0y <  I per j  =  i , • • •, n tali che

(i-O | D j / ® |  <  K (i  +  \l \a) ^ k~l

per ogni intero k, o <  k <  lp , j  =  i,-  • - , n, allora f e M p se 1 <  p  <  oo e

(2.1)

Inoltre

(3 -O

i i
/  2 <  S  v 1\y=i

>y •- miti ) /,• ,

M ^ ( /)  <  Cp,t A

essendo CPti una opportuna costante dipendente solo da p , b e da n.

Osservazioni. -  i) Se, per ogni j  =  i,- • - ,n ,  si ha 0y'=■ 1 ed lp =  /  >  n\2,
a l l o r a /e  per ogni / ,  1 <  p  <  00 (cfr. col Teorem a di F abes-R ivière [1], 
pag. 28);

ii) Se, per ogni j  =  1, • • •, » ,  0y =  0 , /y =  / ,  ap =  1 allora /  e
per i < / <  oo, » [ i / p — 1/2 I <  m in { / ,  ^/(i —  0)}; si ottiene così il
Teorem a 2.2 di [7].

Prem ettiam o alla dim ostrazione del Teorem a 1.1. il seguente Lem m a 1.1.

Lemma i . i .  -  Sia f e  Cl (Rn) e sia K =  supp /  compatto; ^  esistono due 
costanti A  >  o £ B >  1 tali che

(4-0  sup [ D y / |  <  AB*, O <  k < l j  , j =  i, 2 ,• • -, n ,

allora

I I /;  B ;(R k) || ^  C?,r (K) A  m ax B /  i < q < o o ,
1 <j<n

per ogni r  =  ( r , , • • •, r„), o <  ry <  /  , /  =  i , • • •, n. C?), (K) dipende solo 
dalle variabili indicate e da n.

Dimostrazione. -  Per ogni \  e R K, indichiam o con £<y) e R ”-1 il vettore 
(^1. • • • > £,j-1, %j+1, • • •, £„); scriveremo £ =  (£y , £0)) ed. indicherem o con
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H (£ü)) la funzione caratteristica della proiezione di K =  s u p p / sull’iper- 
piano =  o. Fissato comunque E,0) e R"- 1 , per (4.1) riesce

(S • 0  11/  ( • ,  f )  ; i l i  (R) Il <  c ,  (K) H ( iU)) A W  ,

e

(6 - *) 11/  (• , t j)) ; L ,  (R) Il <  C? (K) H (?w ) A  ,

e quindi interpolando fra (5.1) e (6.1)

(7-0  ll/(*  , ; B / (R) Il <  C't ,r (K) H ( f )  A B 7 , 1 <  q <  00 ,

per ogni ry e R , o <  r,- <  /y . Ma, posto r  =  (rx , • • •, r„)

!!/(• - ; B ;(R ”)|| <  %  (  /  | | / ( .  , f )  ; B / ( R ) \ f d f }
U t

quindi, per (7.1), si ha l’asserto.

Dimostrazione del Teorema 1.1. -  Esiste coeC “ (R ”) , co >  o, supp co C 
Ç 6 R /1 /2  <  U  I« <  i}, tale che, posto co,(?) =  co (2“ ^ ^ , -  • - , 2~ka”l n),

+  ° °  OO

riesce 2  o^(£) =  i, Ç=j=° W. Se poniamo i — 2  <*k si ha Q e C ^ R * ) ;
k = - O Q  k =  1

4-00
infatti se | Ç |a >  i e k  <  o è w /Ç  =  o e quindi Q(£) =  i — ^  <o,(£) =  o.

. r  ̂ k — — OO

Poiché Mp è invariante per trasform azioni affini, posto /  (7) =  
=  / ( 2 &1Çi,- • -, 2ia”%„), riesce

(«•O M , ( / ^ = M ,  (/**>).

Valutiam o ora la norm a in di f k co, per /è >  i, utilizzando la P ropo
sizione 2.1 ed il Lem m a i . i .  Per ogni intero h <  ly riesce

(9-0  sup |D*/*g>| <  C A 2 ^ (1“ V -«

per uha opportuna costante C indipendente da k >  o. Se =  o per un  certo / ,  
non ésistono ^  soddisfacenti la (2.1); supponiam o perciò lj > o per ogni j .  
Per la (9.1) e per il Lem m a i . i ,  riesce:

II/, co ; B ;(R -)|| <  C?>,(co)A max
l<J<n

n

dove r =  (rlì - • - , rn), Tj e R, o <Tj < l j . M a ora, per ogni q >  1, q > 2  I/?}•,
4 > . J=1

B^(R p è immerso con continuità in se | 1 \p — 1/2 | <  m in {1/2 , 1 jq}. 1

(1) Per l’esistenza di una tale funzione si veda [1], pag. 29.
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Riesce allora 

(10.1) M ^ ( / ^ )  <  C ,(« )A  m ax
1 < j  < n

per

C11*1) i < p < o o  , I i /p~~  1 /21< ^ 2 rr ^  •

Fissato p  neirin tervallo  1 <  p  <  00 tale che | i j p — 1 l2 \<(^pLi X/*j

è possibile trovare, per ogni j  =  1 , 2 , • • •, n un num ero reale positivo 
rj <  \j <  lj tale che valga anche (11.1). Per tale scelta di esiste a >  o 
tale che Tj clj (i — 0y) — b <  (Xy — or) as- (1 ■— 0y) — b ; m a il secondo m em bro 
di questa disuguaglianza è sempre <Ç —  § dove 8 è un opportuno num ero 
reale positivo.

In definitiva, se 1 <  p  <  00 e se vale la (2.1), per la (8.1) e la (10.1),
00

M^C/co^) < C p A 2  k8 ; m a allora / ( i  — £2) =  2  f a k  6 M , in quanto la serie
k = \00

2  f ^ k  è assolutam ente convergente in M^; inoltre M y ( / ( i  — O))
/è =  l

D ’altra parte, grazie alla Proposizione 1.1, / O  e My per tu tti i p,
1 < p  <  00, verificanti (2.1) e M i&( /D )  <  C^A.

Ciò completa la dimostrazione.

2. -  Alcune applicazioni

Sia P (D) un operatore differenziale lineare a coefficienti costanti. 
Indichiam o con Dò(P) l’insieme {P(Ç) | \  e R*}, con la chiusura di P (D) 
in L ^(R ”), i < p < o o ,  e con cr (Py) lo spettro di P ^ .

È noto che X e <7 (Pf) se e solo se (P (£ )— X ^ C M ^  ([7], Teorem a 2.3); 
poiché My, C Loo, dovrà essere allora 0£(P ) Ç <r(P^).

Il risultato ora richiam ato ed il Teorem a 1.1. ci consentono di provare 
il Teorem a seguente (cfr. Teorem a 1.1 di [7]).

TEOREMA 1.2. — Sia  P (D ) un operatore differenziale lineare a coefficienti 
costanti\ se | P (£) | 1 =  0 ( |Ç |a 1) per E, -> 00, se / ’a-grado di P(£) è q, 
allora a(P^) =  0 C (P) per tutti i p  soddisfacenti le disuguaglianze

(1.2) I <  p  < 00 < q — I

Dimostrazione. -  Se 9t ( P ) ' = C ,  (P — X ^ e L « ,  e quindi ( P — 
per ogni X € C ; dunque or (P^) =  C per 1 <  p  <  00.

Supponiam o allora 0T (P )4 =C e sia X .€ 9£(P ). M ostrerem o fra poco 
che (P —  X)- 1 €M ^ per tu tti i p  verificanti (1.2). Allora X6<j(P^) .e quindi 

C 0£(P ); poiché l’inclusione inversa è vera per ogni 7), ciò prova 
l’asserto.
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Resta quindi da dimostrare l’inclusione (P —  X)"1 e M y. Supponiamo 
per semplicità X =  o. Se Q è un polinomio di «-grado q riesce: Q f?) == 
— 0 ( |^ D  per ? -> o o ; allora, poiché l ’«-grado di D jP  è q —  k a j , risulta

(2.2) D*P«>
P ©

=  0(151 ) ,

per ogni intero k >  o. Poiché D j(P  x) è una combinazione lineare finita di

term ini del tipo D,1 P • • • 
per (2.2) si ha

u , P /P  con / , +  ■•■ 4  c  e k ^ ì , -  - - , k .

d ì ~ = o ( | 5 i; '

dove 0y =  i -— (q —■ i) a j 1. D ’altra parte, poiché o € (P ) , P_1 e C00 (R”)
quindi, per il Teorem a i . i ,  P“ 1 e My per tu tti i p  soddisfacenti (1.2).

Ciò com pleta la dimostrazione.
A d esempio, sia P ( t , £) =  (t —  | Ç |2 —  i) (t +  | £ |2 - f  i) , ( t , Ç) e R K+1; 

allora | P (* , 5) I“ 1 =  O ( |{ t , £) IJ1) con « =  (1 , 1/2 ,• • -, 1/2); l’« -grado  di 
P è 2. A llora ^(P^) =  9Ò(P) per | i / p —  1/2 | <  i /(n 1). Il Teorem a i . i  
di [7] applicato allo stesso polinomio, fornisce cr (Pp) =  é)c (P) per
I i /p — 1/2 I <  1/3 (n +  1).

Se P è quasi-ellittico le condizioni del Teorem a sono soddisfatte con 
a j 1 =  grado P (o , • • •, , • • •, o) e q =  1. A llora a (Pp) == $Z (P) per tu tti
i P> I <  p  <  00 .

Facciam o u n ’altra applicazione del Teorem a i . i .
Diremo che g  : R n C appartiene a D (a) se esiste un vettore 

/  == (4 ,* * *, 4 ) a coordinate intere non negative tale che l y>.n/ 2. per ogni 
j> g  e C / (R”) ed inoltre | \Z "D$g\ <  C * \g\ per o ;< k <  f  , j =  1 ,2, - •  ■ ,n.

TEOREMA 2.2. -  SV« g  e D («) « valori reali; se esiste b >  o fe/*? che 
° o , la funzione f  =  (1 + ^ -2)~ x/2 exp(zjf) g f» My 

(1 <  /  <  °°) se n \ \ j p — 1/2 |.

Dimostrazione. -  Poiché g  e D («) è facile riconoscere che | D j/ (£ )  | <  
<  Ci I 5 |^ (? ) , per ogni intero positivo k <  f  . Scelto 0,- =  1 —  b/a-j
risulta allora

per ogni intero k, o <  k  < l j .  Di qui, per il Teorema i . i ,  si trae: /  e My 
per i <, p  <  00 , I i j p —- 1/2 I <  X/» e quindi l ’asserto.

Ad esempio, se g  è una funzione positivamente «-om ogenea di grado 
b >  0 e di classe C^R" —  { o } ) ,  / =  (4 ,• • •, /„), l j > n \ 2 per y = i , • • • , » ,
alloca k - © ] * 1 - 0 (|Ç If*) ed inoltre 11 5 |i“’a> D “* | <  Ca \ g \ ; infatti, basta 
osservare che il rapporto di due funzioni di tale classe positivamente «—omogenee 
dello stesso grado è limitato in R" e che anche <;-> | \  P f g (<;) è una funzione
positivamente ^-omogenea di grado b >  o.
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Se 9 e C°° (R n) è uguale ad 1 per | \  \a >  2 ed uguale a zero per \£,\a <Ç 1 
dal Teorem a sopra dim ostrato si trae: < p e x p  (ig) e se \ > n \ i l p  —  1/2 | 
(cfr. [8], Teorem a 3.1). In  particolare, se g  è la « a-no rm a » definita impli-

n .
citam ente dall’equazione S  ^ l g 2aJ =  i, <pg~x exp (ig”) e (m > 6) se 

\ / m > n \ i l p — 1/2 I (cfr. [9], pag. 113).
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