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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Ferie i ç j l  (Settembre-Ottobre)
(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione)

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. —- Convexité par rapport à une famille continue de 
courbes. Nota II n  di T udor Zamfiresco, presentata dal Socio 
G. S corza D ragoni.

RIASSUNTO. ■—  L’Autore prosegue le sue ricerche sulla convessità di un insieme rispetto 
ad una famiglia continua di curve.

i. D ans la présente Note il s 'ag it d ’une famille continue de courbes 
généralisée, définie prem ièrem ent dans [2] de la façon suivante.

Soient C une courbe de Jo rdan  fermée dans le plan et D le dom aine borné 
ayant C comme frontière. L ’ensemble fi d ’arcs de Jordan  fermés (nommés 
courbes) sera appelé fam ille  continue de courbes généralisée s’il satisfait aux 
propriétés suivantes:

1) Chaque courbe de fi est incluse (exceptant les extrémités) dans D, 
ses extrém ités appartenan t à C;

2) Chaque point v de C est une extrém ité de précisément une courbe 
de S, notée L  (v);

3) L ’intersection de deux courbes arbitraires de fi est connexe;
4) L  (v) dépend continûm ent de v.

(fi) signifie l’ensemble des points de D par lesquels passent au moins 
n courbes de fi.

U n  ensemble est fi-convexe si son intersection avec chaque courbe de S 
est vide ou connexe. U n  ensemble est convexe lorsqu’il est fi-convexe et 
connexe.

(*) Pervenuta all’Accademia I’l l  agosto 1971.

10. — RENDICONTI 1971, Vol. LI, fase. 3-4.
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D ans la Note I nous introduisions aussi les définitions suivantes:
L a courbe L  G S est une courbe d'appui global pour l’ensemble E, 

avec E C D, si E  se trouve dans la ferm eture d ’une des deux composantes 
de D —  L. L a courbe L  G £ est une courbe d'appui local pour l’ensemble E, 
avec E C D, s’il y a un arc c sur L joignant deux points extérieurs à E, 
avec la propriété que ^ f i E ^ 0  et que pour une certaine composante D* 
de D — L, chaque point de c O E adm et un voisinage V tel que

v n  E n D *  =  0 .

2. Pour ce que nous allons prouver, il nous servira de rappeler d ’abord 
deux résultats sur les ensembles S-convexes:

L emme i (G rünbaum  [1]). L'ensemble M2 (S) est S—convexe.

L emme 2 [3]. St ë est convexe, ë C D et M2 (S) C ë, alors chaque courbe 
d'appui local de ë est aussi d'appui global.

3. THÉORÈME. St ë C D est ferméy simplement connexe et sans courbes 
d'appui local et si

M 2 (S) C (g,
alors <8 est convexe.

Démonstration. Supposons que ë n ’est pas convexe: soit L 0 une courbe 
de £ telle que L0 n  ë ne soit pas connexe. Suivant le Lem m e 1, L0 O M 2 (S) 
se trouve dans une seule des composantes de L 0 n  ë. Considérons un point 
b sur L 0 séparant deux composantes différentes de L 0 O ë et un arc de Jordan 
y C D joignant b avec un point d  G C de façon que

y f )  ë =  0 ,

Soit p  un point sur y. On sait que D =  Mi (8), donc il existe une courbe 
l /  G £< contenant p. Cette courbe est aussi unique, car p  € ë et M2 (S) C ë. 
Soit { p n}nLi une suite de points sur y, convergente vers p. Si { L w}^Li

p
ne convergeait pas vers l î ,  alors elle aurait une suite partielle { L ^ } ^ =1 
convergente vers la courbe L* différente de YÎ. M ais alors p> comme limite 
de {pnm }m=i, se trouverait à la fois sur L* et sur YÎ, ce qui vient d ’être 
prouvé comme impossible. Donc l î  varie continûm ent avec p.

Considérons la fonction continue / :  y - > C ,  telle que f  (p) soit une extré
mité de YÎ et f  (d ) =  d. Soient a , b G YJ. Nous écrirons

ou, plus court,
a < p b 

a <  b

si a se trouve entre f  (p) et b sur YÎ.
Dém ontrons que p  <  x  quel que soit x  G YÎ n  M 2 (S). En effet, puisque 

YÎ D M2 (S) est connexe et p  £ M2 (£), il y a une extrém ité e (p ) de YÎ telle
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que M2 (fi) soit entièrem ent entre p  et e (p) sur YÎ. Prouvons que e est une 
fonction continue.

Soient ,V  un voisinage de e (pQ) sur C , 91V un voisinage de YÎ°
dans fi tel que chaque courbe de ait une extrém ité dans V, et W  un voisi
nage de p d sur y tel que YÎ E ’W  quel que soit p  E W. Définissons W 0 =  W  si 
pour tou t p  E W  y e (p) E V. Supposons que pour un certain p' E W , e (p ’) € V. 
Alors — e ( p f) E V. Soient W ' un arc dans W, qui est disjoint de YÎ 
et contient p Q dans son intérieur relatif, et W " un voisinage de p Q sur y tel 
que YÎ E tyV et que l’extrém ité de YÎ qui se trouve dans V  ne soit pas sépa
rée de e (pQ) par quel que soit p E W " .  Définissons dans ce cas
W 0 = W ' n  W ". Puisque, en vertu du théorèm e de Jordan, tout arc joignant 
un point de W ' D W " avec un point de V qui n ’est pas séparé de e (pQ) par 
— e (p') doit couper l î  (dans ce deuxièm e cas), il s ’en suit que e (p) E V 
pour tou t p  E W 0 .

M aintenant, puisque e et /  sont continues et e (d) =  — f ( d ) ,  on a 
généralem ent

et, d ’après la définition de la fonction e,

p  <  x  (x E YÎ n  M2 (S)) .

Soit p * le point le plus proche de d  sur y tel que pour tout voisinage V 
de p * sur y il y a p  E V et x E YÎ D & satisfaisant à l ’inégalité x  <  p.  Soit 
{ p n jvTLi une suite de points sur y convergente vers '_/>*, telle q u ’il existe

p
x n EY^nD& avec x n < p n. Soit un point limite de la suite { x n}%Li. 
Evidem m ent, x* E YÎ .

Supposons que
x* >  p*.

Soit Y  u n 1 voisinage de e (p*) disjoint de — V <2h Soient encore W  un 
voisinage de p * sur y et X un voisinage de x* dans D tels que e (p) e V  
pour tou t p  E W  et

x n (W u V) = 0 ,
où 8p est le sous-arc de YÎ jo ignant p  avec f  (p). Soit {pnn,}m=1 une suite 
partielle de { p n} î=i telle que

t>n E W ; lim x n =  x* ; xn G X .r  m ’ nm ’ nmm—> 00

Supposons q u ’il y a un indice nm te l  que p Hm et /  (pnm) soient séparés dans D 
p ar YÎ . Soient W ; un sous-arc de W  contenant p* dans son intérieur relatif

(1) Si v £ C, alors —v signifie l’autre extrémité de L (v).
(2) Si V C C, alors — V =  {x  e C : — * e V} .
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" n
et ne rencontran t pas L  ' et W " C W  un voisinage de p* sur y tel que e (j>) 
ne soit pas séparé de e (p *) p ar g ( p n j  sur V  quel que soit p  e W ". Il y a un 
nom bre naturel N  tel que pour tout q >  N , p„q e W0 , où W 0 = W ' n W " .  
Pour tous ces q , p„q et /  (png) ne sont pas séparés dans D p ar l/* , car autre-

^ fl
m ent L  in tersecterait le sous-arc de L  9 jo ignant p n avec f ( p n ) dans un 

P ̂  p

point (de <S) a, L  intersecterait le sous-arc de L  Hq joignant p n avec e {pn )
p

dans un point (de <8) b et le point p«g $& séparerait a et b sur L ”' ,  ce qui 
contredit l ’S-convexité de <8. (On peut choisir N =  i et W 0 = W  s’il n ’y 
a aucun indice n„ tel que p„m et /  {pnf )  soient séparés dans D par l f \ )  Soit 
{p'r}7L\ une suite partielle de { p „q}^=n telle que tous ses m em bres se trou 
vent dans une seule com posante D ' de D —  if*  et soit {4 }“  1 la suite par
tielle de {x„f }f=N correspondante. Soit A  un dom aine de Jordan contenant 
1 /  et tel que f r  A  f i  D 'n  W 0 consiste de précisém ent un point. Soient aussi 

C 2 tel que tou t L  e <%V0 soit inclus dans A  et \ \ \  C W 0 tel que p* e int W j 
et \ î  e (5t ,o pour tou t p  e W i. Dès que r  dépasse un certain nom bre na tu 
rel, p'r 6 W j . Pour un  tel r, donc,

p'r, f  (pr) e D ' ; 4  e X .

D u théorèm e de Jo rdan  il s ’en suit q u ’il existe des points de W0 entre f {p' r)

et 4  sur L r : soit p'  ̂ le point le plus proche de p* jouant ce rôle. Disons 
qu ’on a le cas (a) pour r  si x'r se trouve dans une (la) com posante bornée de 
D —  (i/*  U W 0 U e,), où

Pt r =  { x  6 L  r : x  >  p'r} 

et désignons avec (b) le cas contraire. Soit p'r% un point de î tel q u ’il
î p

n ’y ait, aucun point de W 0 f l L ' 1 entre p'ri et p*; construisons de cette m anière 
la suite partielle {p'ri}T=i ■ Supposons qu ’on a le cas (a) pour r 2 . Alors pour 
tout x e —-V  situé entre f (p 'ri) et f (p' ri) , L . ( x )  ne rencontre pas 8 - . Aussi,

L ( f ( pr j )  ne rencontre pas le sous-arc de y joignant p'u avec pr%. Soit E  le 
dom aine de Jordan  dont la frontière contient x ’r% et se trouve sur (ou coïncide

p
avec) le sous-arc de L ’’2 joignant p'r% avec p"t plus le sous-arc de y aux 
mêmes extrém ités. Pour x — f  (prt) , L. (x) ne rencontre pas E n  &, parce 
q u ’elle ne rencontre pas f r  E, mais pour x = f ( p ^  , L.(x) contient 4 2 e E  n  <8. 
Donc il y a un  point x0 entre /  (p'ri) et /  (p'rt) sur —  V, tel que

L ( r ) f i  E n  <8 =  0

pour tou t ^  entre f  (J>'r,) et x0 et

L (x'/) n e n <8 =f= 0
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pour tou t m em bre d ’une certaine suite { x ÿ } ^  convergente vers x0, chaque 
x'J é tan t situé entre x0 et f  (prM)  ou coïncidant avec x0 . Puisque <S est fermé,

L (atq) n  E n  ^ = |=0.

Soit D* la com posante de D —  L (x) qui ne contient pas xr% et choisissons 
arbitrairem ent le point

a e E)^o D E .

Il y a alors un point x  entre f (p ' ri) et x0 sur — V tel que a e D*. M ais alors

f r  (D* n  E) D £ =  0
et

^ d , d e ,

d ’où, puisque <S est connexe, a € £. Donc

D , on E n ê  =  0

et L  (*0) est une courbe d ’appui de <S, le rôle de l’arc  ̂ de la définition étan t 
joué p a r une (la) com posante de L  (x0) D E qui n ’est pas disjointe de ê 
(les extrém ités de cet arc sont extérieures à & simplement parce q u ’elles 
appartiennent à y). Supposons m ain tenant q u ’on a le cas (b) pour r2. 
Alors la dém onstration se fait de façon analogue, en rem plaçant seulement 
r± par r 3 . L ’existence d ’une courbe d ’appui pour ê contrevenant à l’hypo
thèse, il résulte que l’inégalité supposée a été fausse, donc aucun point limite 
de {xn}Z*i n ’est plus grand  que >̂*. Il s ’en suit que n  & =f= 0  et d  =f= p *.

Soient [a le sous-arc de y avec une extrém ité dans p * et l’autre dans d , V 
un voisinage de /  (/* ) disjoint de — V et ne contenant pas d , [jt/ un sous-arc 
de \x avec une extrém ité dans p*, tel que f ( p ) c V  quel que soit p  e p/, D ' 
la com posante de D — i f  qui contient p/ —  {p*} ,  y  un point arbitraire de 
5/  f l ^  p pn point sur p ' différent de p*,  Y un voisinage connexe de y  
n ’intersectant pas i /  et z  un point arbitraire de Y O D'. En vertu de la 
continuité de la famille S, il y a V e V  entre f ( p * )  et tel que z  se
trouve dans la com posante nonbornée de D — (lî* u  L (zr) U V). Alors z 
appartient au dom aine de Jo rdan  F avec f r  F C V U L(V) U i /  u  p.'. Puisque

V C C  et C n  ë =  0 ,

> F n L ( s ' ) C ^ x  et 8)Xn ë  =  0 ,  

où p*  e L  (\z') D p ' ,

■ f r  F r i  l / + C S + et 8 + n &  =  0P P
et

\ir C y et y f) & =  0 ,

il résulte de la connexité de <5 que z £ S. Donc Y n  D ' n  & == 0  et lî*  est 
une courbe d ’appui de <S, le rôle de l’arc c é tan t joué cette fois par 8^*, ce 
qui contredit une hypothèse du théorèm e. L a dém onstration est achevée.
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C o r o l l a i r e .  Soit S C D un ensemble ferm é et simplement connexe, tel que

M 2 (S) C i n t ê .

Alors & est convexe s i et seulement s ’i l  n ’a pas de courbes d ’appui local.

Démonstration. U ne im plication résulte du Théorèm e précédent. Afin de 
prouver l'au tre  im plication, soit & convexe et supposons que L serait une 
courbe d 'appu i local de <§. En vertu du Lem m e 2, L  serait aussi une courbe 
d 'appu i global pour ê, ce qui est contredit par le couple suivant de relations:

L  O M 2 (S) =(= 0  ; M 2 (ß) C int <S.
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