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Analisi matematieca.

Sul problema di Cauchy per una disequa-
zione parabolica con comvesso dipendente dal tempo e dato iniziale
non nullo . Nota 1¢” di Marco BiroLi, presentata dal Corrisp.
L. AwmErIo. ’

RESUME. — On énonce un résultat d’existance pour la solution du probléme de Cauchy
pour un’inéquation parabolique linéaire sur un convexe dependant du temp avec un donné
initial non nul.

§ 1. NOTAZIONI ED ENUNCIATI

Sia V(W) uno spazio di Banach reale, riflessivo, separabile e local-
mente uniformemente convesso, [2], di norma || || (|| [ly); sia V¥(W*) il suo
duale, (,) ({,)y) l'accoppiamento di dualitd entro V(W) e V*(W¥) e
Il %) la norma duale su V*(W*).

Sia H uno spazio di Hilbert identificato con il suo duale per il prodotto
scalare (,) e | | la norma indotta su H dal prodotto scalare ().

Siano V, W identificati con dei sottospazi densi di H, VG WaH e
la iniezione di V in H sia compatta.

Ricordiamo la definizione di mappa di dualitd su W:

DEFINIZIONE 1. — SZa v € W; esiste uno ed un solo v* € W* tale che
"l =Nzl (TN 9y =lvl%

La mappa J:v 0" si dice mappa di dualita.

Consideriamo ora una funzione K (#) definita sull'intervallo [o,T] ed
avente come valori degli insiemi chiusi e convessi di W.

DEFINIZIONE 2. — S7 dice che la funzione K (£) & integrabile, se, Vv € W,
PK(t) v, ove PK(” indica loperatore di proiezione su K(¢) in W, & integrabile.

Ricordiamo che Mosco, [4], ha dato la definizione di convergenza di una

successione di insiemi chiusi e convessi in uno spazio di Banach; tale defini-
zione viene utilizzata nel seguente criterio di integrabilita per la funzione K(#):

TEOREMA 1. — Supponiamo che esista una successione {K,(£)} tale che,
per ogni n, K, (¢) sia costante su B;c[0,T] j=1,---,m ove i B; sono insiemi

misurabili con m( 6 Bj) =T m@B,0B)=o0 i=kj, e
. j=1
lim K,(#) =K(#) qo. sz [0,T].

Supponiamo che o€ F.%,K,, O 0K(&) in [0,T]; la funzione K(¢) & allora inte-
grabile. =l

(¥) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano; lavoro eseguito usufruendo di una
borsa di studio del C.N.R. presso I'Universita di Parigi.
(*¥¥) Pervenuta all’Accademia il 25 giugno 1971.
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Ricordiamo ora un teorema dimostrato da H. Brézis [1]:

TEOREMA 2. — Sia W uno spasio di Banach riflessivo, V* il suo duale,
{,) la dualitéc entro » e V*

Sta L2 D(L) =% DL)C®, wun operatore massimale monotono, [1].

Sta K un convesso chiuso di N ¢ & un operatore pseudomonotono, [1],
coercivo e limitato di K in V¥,

Esiste allora, Nfe€ N, uedk tale che (lv + Qu—f,v—u) >o0
Voe DL)n K.

Sia ora A(#), ¢€[o,T], una famiglia limitata di operatori di £ (V,V¥);
supponiamo che # — (A(#) #,v) sia misurabile su [0, T] Vu,v€V e che
A@u,uwy >a|u|’ a>o0, VueV q.o. in [o,T].

Sia infine f(£)€®(0,T;V* e K(#) una funzione definita su [o, T],
avente come valori degli insiemi chiusi e convessi di W, integrabile (nel senso
della Definizione 1).

In base al Teorema 1 possiamo asserire che il problema

(1,1 [¢® +a0 w0 =/, 00 —up) dt 20

0

Vo) e?(0,T;V) con o'@e(o,T;H)
v(0) = 0 e v(#) €K@ qo.in [o,T]
u(® € ©,T;V), u@®)€eK({® qo.in [0,T]

ha una soluzione #().

‘Notiamo che (1,1) pud intendersi come formulazione debole del problema
di Cauchy con dato iniziale nullo per una disequazione parabolica lineare con
convesso dipendente dal tempo.

La formulazione (1,1) non permette tuttavia di dare un significato al valore
iniziale di # (¢) nel punto ¢ = o.

Lo scopo di questo lavoro ¢ ottenere un risultato di esistenza per una
formulazione pit forte di (1,1) che permetta di dare un significato al valore
iniziale di « (£).

TEOREMA 3. — Sia #,€K(3) per 0<3<d, 0€K(® ¢€]o,T].
Consideriamo il problema

(1,2), f(v’(z‘) +A@O u@)—fO),v@)—u@)ds
0

= A{lo@) —u @ — |v©0) — %[’}
per s€[0,T]—A ove Ac[o,T] non dipende da v(t) ¢ m(A)=o.
Vo@) €%, T; V) con v eP©,T;H) v@®)eK(@) go.
u () € P (0, T;V) lim «@) =u, i» H.
t—> 0+
1l problema (1,2) ha wuna soluzione u(f); se poi K(#) c K(%) per <t
u(#)eC(o,T;H) ed é lunica soluzione di (1,2).
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Nel § 2 si dimostra il Teorema 1, nel § 3 si dimostra il Teorema 3, e
nel § 4, si da un esempio di applicazione del Teorema 3.

§ 2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA I

Consideriamo un convesso K, o € K, di W e ricordiamo, [3] pag. 370, che
la proiezione di # € W su K ¢ caratterizzata dalla seguente disequazione:

{ Ju—w), k—w)y <o VieK

1 ( w €K .

Dimostriamo che ||z [l < 2| #]y; da (2,1) si ha

J@—w), —w)y <o,

da cui
<J (”HZU) ’ Z{’"“ZU>W = <] (%_w> ’ %>w
da cui
oo —wify < |lu—wlly lluly
(2,2) lo—wly<lzly=lwly <2lzly-

Dimostriamo ora che z dipende con continuitd dal vettore # e dal convesso K;
da cid segue la tesi del Teorema 1 e pure che

B@®wu =] (— Pxyw)

¢ continua in # per ogni # da W forte in W debole, [2] pag. 228.
Consideriamo una successione di insiemi chiusi e convessi di W, {K,} e
una successione {#, } in W, tali che

lim K, =K lim #,=2« in W.
n—> 400 7—> - 00

Consideriamo la disequazione

§ {J@,—w), kb, —wyy <o Vi, €K,

(2,3) ? weK,.

La disequiazione (2,3) ammette una unica soluzione {w,}, [3] pag. 370.
Procedendo come nella parte precedente si ha
lw.lly < 2%,y < Cst.
17 Ctn— ) Iy = [} 60— 2 llyy < 1 2,y < Ct.

Possiamo quindi affermare che esiste una sottosuccessione di {w, },
che, per semplicita, indichiamo ancora con {w,}, tale che

(2,4) lim* w, = we K in W
n—>-+00
(2,5) lim* J (uy—w,) =y in W.

n—>-+00
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Essendo lim K, =K, si ha

7n—> -+ 00

max lim(J (%, —w,), k— )y <0 ViZeK.

7 —> 400

Poniamo 2= w; si ha

max lim (J (4, —w,) , w —w,), <o,
7 —> 400

dunque

(2,6) max lim (J (#, — w,) , w — w

n—> 400 n>w

= max lim (J (#, —w,) , (u, — w,) — (# —w))y < 0.
7 —> 400

Da (2,6) in base alla monotonia di J si ha
(2,7) 1=](u—w);
dunque, essendo
(Jor— Jog, or—2)y = (l2ally — ll2zlly)”
Vv, ,v3 € W, [2], si ha

7n—> 400

Essendo V localmente uniformemente convesso, si ha allora

(2,8) lim (#, —w,) = (#—w) in W
n—> 400
dunque
(2,9) lim w, =w.
n—>-+00

Da (5) (27) (28) (2,0) segue

u—w), b—w), <o V% €K
(2’10> S <J< ) >W
? weK.

Essendo la soluzione di (2,10) unica, (2,8) e (2,9) valgono per lintera suc-
cessione {w, }. La tesi & cosi completamente provata.
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