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Geometria. — Alcune propriets delle varieta algebriche reals.
Nota @ di MarGHERITA GALBIATI e ALBERTO TOGNOLI, presentata
dal Corrisp. G. Zappa.

SUMMARY. — This work lists some general results about the study of real algebraic
varieties (in the sense of Serre). The proofs will appear soon.

Lo studio delle varieta algebriche reali & stato piuttosto trascurato dalla
scuola dei geometri algebrici « classici» e la teoria degli schemi ¢ stata quasi
sempre applicata alla geometria algebrica complessa.

Non ci ¢ parso dunque inutile studiare le varietd algebriche reali
secondo la definizione di Serre (in effetti Serre nel suo celebre lavoro F.A.C.
si pone nell’ipotesi che il campo di base sia algebricamente chiuso e quindi,
almeno esplicitamente, non tratta la geometria algebrica su R).

Scopo del lavoro, di cui qui diamo un sunto, & stabilire alcune proprietd
di base delle varieta algebriche reali, proprietd che gli Autori sperano possano
servire ad ulteriori indagini su questo argomento (in particolare si pensa di
arrivare, anche nel caso reale, ad uno spazio dei cicli algebrici analogo a quello
definito nel caso complesso da Andreotti e Norguet. Vedi [1] e [2]).

Su R” considereremo, salvo avviso contrario, la topologia di Zariski.

Sia Ry il fascio dei germi delle funzioni regolari (una funzione f si dice

2

regolare in x € R” se, su un intorno di x, si ha f = -, con 2, ¢ elementi
di Rz -x,] e q(x)z%:O).

Dicesi varieta affine di R” un chiuso (di Zariski) V di R” con il fascio Ry
dei germi di funzioni di V in R, che, localmente, sono restrlzlom di funzwm
regolari di R”.

Dicesi prevar1eta algebrica reale uno spazio con fascio di anelli locali
(X, &y) che localmente sia isomorfo (come spazio con fascio di anelli) ad
una varietd affine e che sia ricopribile con un numero finito di carte affini.

Si deﬁmsce nel modo solito, il prodotto di due prevarietd algebriche
reali e si chiama varietd algebrica reale ogni prevarietd algebrica reale
(X, &y) la cui diagonale Ay sia un chiuso di X X X.

Diremo complessificazione di una varietd affine reale (V, &,) di
R”, R"CC" la pill piccola varietd algebrica complessa (V, &) contenente V.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del GNSAGA del CNR.
(**) Pervenuta all’Accademia il 10 agosto 197I.
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Diremo complessificazione della prevarieta algebrica reale (X, &) ogni
prevarietd algebrica complessa (X, Ky) tale che:

i) contiene X come sottovarietd algebrica reale;

ii) per ogni x € X esiste un intorno affine U, di x in X ed un

intorno U, di x in X tale che U, sia realizzabile come complessificazione
di U,.

Analogamente a quanto accade nel caso analitico si ha il:

TEOREMA. Sia (X, Ry) una prevarieta algebrica reale; esiste allora una
complessificata (X, RKsg) di X su cui esiste un’ applicazione antiregolare invo-
lutoria o: X —X tale che: X = {reX|o(@) =x}.

Date inoltre due prevarieta algebriche reali (X, Ry), (Y, Ry), due loro
complessificazioni (X y Rg) (\?, Rg) ed un morfismo f:X =Y, allora esiste -
un morfismo f: Ux — Y che estende f ad un intorno (di Zariski) di X in X.

(Dunque la complessificata ¢ unica attorno ad X).

"Se X ¢ una varieta si puo supporre che X sia una varieta.

Sia (V,Sﬁ_{v) una varieta algebrica reale affine, &, = I, (®,) l'anello
delle sezioni di &, spec ®, = insieme degli ideali primi di &.

Sia poi (spec &y, &Ry) lo schema affine associato all’anello &, .

Vale il

LEMMA. G/ ideali massimali di Sy corrispondono biuntvocamente ai
punti di N (nel seguito identificheremo N con il sottospazio di spec Rv formato
dai punti chiusi).

1l fascio &, si puo identificare con "iiV\V'

Si hanno dunque due potenti mezzi per lo studio di una varietd algebrica
reale: la complessificazione e lo studio dello schema associato alla varietd
(lo schema che si ottiene incollando gli schemi affini associati ad un ricopri-
mento affine).

Gli Autori hanno I'impressione che convenga usare ora l'uno ora laltro
strumento, a seconda della natura dei problemi.

Vogliamo infine dare una lista di risultati che si sono ottenuti in questa
prima indagine:

@) data una prevarietd algebrica reale (X, &,) il fascio &, ¢ un fascio
‘coerente di R, moduli (contrariamente a quanto accade nel caso analitico);

b) per le varietd affini reali vale I'analogo del Teorema A;

¢) per le varieta affini reali non vale l'analogo del Teorema B (pur
valendo ovviamente il Teorema B per lo schema affine associato);

d) ogni aperto di una varieta affine reale ¢ una varietd affine reale;

e¢) lo spazio proiettivo reale con la struttura naturale di varieth alge-
brica ¢ una varieta affine reale (e quindi tutte le varieta algebriche proiettive
sono affini);
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/) lo spazio proiettivo complesso, con la struttura reale soggiacente,
¢ una varieta affine (e quindi tutte le varietd proiettive complesse con la strut-
tura reale indotta sono affini);

g) date due varietd algebrlche reali 1rr1duub1h (v, J{V) (W, &y) e
due loro complessificate irriducibili ’V 5{V) (W &) se V ¢ isomorfa a W
allora V ¢ birazionalmente equivalente a W.
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