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SEZIONE II
(Fisica, chim ica, geologia, paleontologia e mineralogia)

Relatività. — Sur Vespace—temps déduit d ’une métrique de M in ­
kowski par l  introduction d ’une deviation non statique asymétrique. 
Nota I di P. D om inique  V in c e n s in i , presen tata (#) dal Socio C. A go­
s t in e l l i .

R iassunto . — A complemento di una N ota recentemente pubblicata nei «C om ptes- 
rendus de l ’Academie des Sciences de Paris » il io  maggio 1971, nella quale sono considerati 
dei tipi di Spazio-tem po introdotti da A. R. P rasana e M. K. D adihich, l’A utore studia qui, 
dal punto di vista geometrico, alcune congruenze isotrope di curve nei medesimi spazi.

i. — A. R. P rasana et M. K. D adihich [ 1 ] ont étudié, du point de vue 
de la structure du cham p gravitationnel d ’Einstein, un espace-temps déduit 
d ’une m étrique de M inkowski par l ’introduction d ’une déviation non sta­
tique asym étrique.

L a m étrique de l’espace M 4 de M inkowski rapporté à un système de 
coordonnées galiléen réduit étan t

( 0  ds2 =  dé1 —  d x 1 —  dy2 —• dz2,

celle de l ’espace tem ps considéré p ar les auteurs précédents, que nous dési­
gnerons par M ta  y peut être mise sous la forme

(2) ds2 =  doc2 ( 1 P) d y *1 — ( ï + P ) d s * + d f l ,

où P (i) est une fonction du tem ps, dite fonction de déviation.
D ans une-N ote récente des Comptes rendus de l ’Académie des Sciences 

de Paris [2], et m oyennant l ’emploi d ’un repère orthonorm é R, == {p  , ek} 
(P ì k  =  1, 2 , 3 , 4 )  dont la base duale est constituée par les 1—formes <ùk

(3) cù1 =  d x  , m 2 =  (1 —  P)ll2dy  , a? =  (i +  P)lß dz , co4 =  d t ,

la fonction de déviation a été reliée aux  coefficients y |3 , '( \2 qui intervien­
nent dans les I-form és de connexion (ùk. figurant dans les équations de
structure

dp — ea (ùa +  eé <a4 , 'a  , ß , y — 1, 2 , 3 =  indices spatiaux,

, x ! ek , 4 =  indice temporel,

4  J deé =  - o > U a ,
( =  ïfy“ ' ,  i , k j =  1 , 2 , 3 , 4 ,

(*) Nella seduta del 18 giugno 1971.
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p ar les relations

( 5) Ï33 =  — i + p Y22 I _p ’
dP
dt

tous les ' y j j , sauf y |3 et y |2 étan t nuis.
En posant: x 1 =  x, x 2 — y , x 3 — 2, x 4 =  t , le de M 4.Æ affecte d ’ail­

leurs la forme

(6) =  {dp , djp) =  (to4)2 —  S  C^0)2 — gij d x 1 d x j  ,

où l’on a: det. gij =  P2 —  1, avec P2 <  1 afin que la signature de (2) soit 
hyperbolique.

2. -  Rappelons m ain tenan t quelques considérations développées en [3], 
fondées sur le formalism e vectoriel complexe déduit de l’isomorphisme 
£ -> SO3 (C) [£ =  groupe de Lorentz; SO3 (C) — groupe tridim ensionnel 
complexe des rotations] par l’introduction du repère (de Sachs [4]) R * =  {/>, hk }> 
pour lequel les deux, vecteurs Ai et A4 sont isotropes réels, les deux autres 
h% , A3 étan t complexes conjugués, et étan t norm alisé de façon que l’on 
ait

(h\ , A4) (A2 , A3) =  — I ,

tous les autres produits scalaires étan t nuis. Si 0  G T*(/>) est la base duale 
de hk G T  (p) [T (p) =  espace vectoriel tangent en p  à M 4.ö , les formes 0  ̂
vérifient les conditions de réalité:

0 1 -  0 1 ©4 =  ©4 0 2 =  ©3 (0  =  complexe conjugué de 0).

Considérons, su ivant [3], les 2-form es autoduales complexes Za (de 
l ’espace complexe C3) définies par

(7) Z1 -  0 3A 0 4 , Z2 =  Q1 A 0 2 , 2Z3 =  0 1 A 0 4 — ©2A 0 3 ,

lesquelles, avec leurs conjuguées Za , form ent une base de l ’espace E A(2) des 
2—formes 0 * A 0  ̂ .

L ’introduction de la connexion riem annienne donne

(8) d  A Z +  a A Z d t  +  a} A Z y =  o ,

soit en développant

( d  A Z ^ - i o j A Z ' - a j A Z 3, 

d  A Z2 =  4  °3 A Z2 +  o, .A Z3 , 

d  A Z3 =  -  a,  A Z1 — -  <r2 A Z2 ,

(9)
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où les Ga , aa ont les expressions

( IO) . =  ^  =

(les coefficients aa i , aak correspondant aux  coefficients spinoriels de New-
m ann et Penrose [1]).

De ce qui précède, M. Cahen, R. D ebever et L. Défrisé [3] ont déduit 
les résultats suivants concernant la congruence U des courbes tangentes aux 
vecteurs isotropes (dirigés vers le futur):

Si
(11) 01 A (d A Z2) =  o <==> cr14 =  o ,

la congruence $ est géodésique; 
si

(12) o1 A Z2 +  (T1AZ2 =  o ^ ( T i4 =  o ,  au  =  o ,  <t12 =  ct13 ,

la congruence $ est en outre sans rotation ; 
si

(U ) tT34 =  S 4 =  0 >
le param ètre de déplacem ent le long de $ est affine\ 

enfin, les quantités

( h )  g =  —  et P = - - ct12 (ff12 =  conjuguée de <713)'

représentent respectivem ent la distorsion et la rotation complexe de 3.

3. -  En u tilisant à présent les relations [5] qui traduisent le change­
m ent de repère R* -> R Â (après avoir changé l ’orientation de RÂ par la per­
m utation  de h\ et de hi), on obtient les formules générales

/ ^  =  «3 —  û>| +  * (co* —  0)2) ,

(ï 5) ! =  W1 +  w3 +  i  (“ 2 +  “ l) >

( S  =  ~  2 (“ 1 +  *“ f) •

Si dès lors on tien t compte de ce que la transform ation Rc -> RA impli- 
que, comme on peut le voir sans peine

(16) co1 = e4— e1
f 2

0)2 =  i (6 3— 02)
F 2

or 63+ e 2
Ï 2

O)4 e4+ e x
y 2 ’

et si l’on calcule, au m oyen de (15), (16) et (10), les relations liant les 
coefficients a{k, â .k et yj k , on déduit des relations (5) (tous les coefficients y  
autres que y |3 et y |2 é tan t nuis comme il a été dit) J

(U )

(18)

(*9)

(TX4 =  °

G = I P P  
Ï2  P 2— :

*14 =  °

P =

ai2 CT13

y2 p2 — ]
p  =

34 +  ff34 =  °  >
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et l’on peut donc énoncer le résultat suivant, qui donne entre autre une nou­
velle in terprétation géom étrique, à adjoindre à celle déjà indiquée dans la 
Note [2], de la fonction de déviation de la m étrique d ’un espace M

D ans un tel espace la congruence $ tangente aux  vecteurs isotropes 
(réels) dirigés vers le fu tu r est toujours gèodêsique et sans rotation; le param ètre 
de déplacem ent le long de cette congruence est un param ètre affine\ en outre 
la fonction de déviation de la m étrique de l’espace est le rapport entre la 
distorsion complexe et la rotation complexe de cl.
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