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[369] M. G irardi e A. M asch ietti, Una condizione equivalente, ecc. 6 9 7

Geometria. — Una condizione equivalente alla (7f°, rf°)-tran-
sitività. Nota di M a r io  G ir a r d i  e A n t o n io  M a s c h ie t t i , presentata (,) 
dal Socio B. S e g r e .

SUMMARY. — In this paper a condition equivalent to (t)°°, ^Y j^^transitivity is given.

Introduzione

Dato un piano grafico n  e fissati in esso quattro  punti co , v , E, , y) a tre 
a tre non allineati, si suppone che il teorem a di Desargues valga per ogni 
coppia di triangoli aßy , a 'ß 'y ' tali che:

Ï) abbiano ciascuno un vertice sulla re tta  coy); 
zi) abbiano ciascuno un lato parallelo alla re tta  cov; 

zzi) le rette oca', ßß', yy' passino tu tte  per il punto yj.

In  queste ipotesi si verifica, abbastanza agevolmente, che l’anello te r­
nario  associato al piano grafico iz (per le definizioni si veda [i], [2]) verifica 
la prim a legge di linearità (Proposizione I), e l ’associatività dell’addizione 
(Proposizione II). D a ciò discende che, nelle nostre ipotesi, l’anello ternario 
è un sistem a cartesiano (ved. [2] per la definizione) e quindi il piano è 
(yj , Çyj)—transitivo .

U n  teorem a analogo è dim ostrato in [3], Teorem a I, però sotto ipotesi 
più restrittive. Inoltre, i m etodi d im ostrativi sono di natu ra  diversa, essendo 
quello usato in [3] sintetico, m entre il nostro si avvale dell’anello ternario.

Sia 7T un piano grafico. In  esso si possono in trodurre le « coordinate » 
(ved. [1], [2]), fissando quattro  punti co , v , Ç , y) form anti un 4-arco (cioè 
a tre a tre non allineati). Le rette co£ e coyj si diranno anche asse delle x  e asse 
delle y  e co pùnto origine. Supporrem o in tu tta  questa N ota che ^ e y] siano 
i punti im propri dell’asse delle x  e delle y,  rispettivam ente e li indicheremo 
con £°° e Y]°°.

Fissato il riferim ento co , v , Ç°°, y]°° resta determ inato un insieme K su cui 
è definita una operazione ternaria, T. K, con l ’operazione T, si dice un anello 
ternario, e sarà per il seguito indicato con (K , T), se verifica le proprietà 
indicate in l>]-

Ciò posto, supponiam o che il teorem a di Desargues valga, nel piano t z , 

per ogni coppia di triangoli aßy , a 'ß 'y ' tali che:
i) abbiano ciascuno un vertice sulla re tta coy]°°; 

zi) abbiano ciascuno un lato parallelo alla re tta  cov; 
i ti) le re tte  oca', ßß', yy' passino tu tte  per il punto Y]°°.

Questa condizione sarà indicata con C. (*)

(*) Nella seduta del 18 giugno 1971.
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PROPOSIZIONE I. — C implica la prima legge d i linearità, cioè T  (m , a , b)=  
=  ma +  b, per ogni m  , a , b elementi d i (K  , T).

Dimostrazione. -  A  partire da m , a, b e (K ,T ), costruiam o i due triangoli: 

00 (o , o) , a (ma , ma) , ß (a , ma) 

co' (o , b) , a ' (ma , ma +  b) , ß' (a , T  (m , a , <$)) .

Siccome co , co' 6 coy)°° , cov , cn'a' sono parallele a cov e le coppie di rette 
(coß , co'ß') , (eoa , co'a') sono composte di rette parallele, siamo nelle ipotesi 
della C, per cui aß è parallela alla a 'ß ' e quindi T  (m , a , b) =  ma +  b.

P r o p o s iz io n e  II. — C implica Passociatività delPaddizione d i (K  , T), 
cioè a +  (b +  c) — (a +  b) +  c, per ogni a , b , c elementi d i (K  ,T ).

Dimostrazione. — Consideriam o i due quadrangoli:

(° y b) , ß (b , b) , y (a +  b , a +  b) , § (a , a +  b)

ct ' (o,b +  c) , $r( b , b + c )  , Y ( a +  b ,(a +b)  +c)  , S' (a , a +  (b +  c) ) .

I due triangoli aßy e a 'ß 'y ' sono nelle ipotesi della condizione C e quindi 
ay II a 'y '. Consideriam o ora i due triangoli ayS e a 'y 'S '. Anche questi sono nelle 
ipotesi della condizione C e poiché aS ||a 'S ' e a y ||a 'y ',  si ha che S y ||8'y ', 
cioè 8' e y ' hanno la stessa « ordinata » e quindi (a +  b) +  c — a +  (b +  c).

Ricordiam o (ved. anche [2]) che, detti a e /  un punto ed una re tta  di 
un piano grafico, il piano si dice (a , /)-transitivo  se esitono tu tte  le collinea- 
zioni di centro a ed asse /.

In  [2] è dim ostrato che la prim a legge di linearità e Passociatività del­
l ’addizione dell’anello ternario  ( K , T) associato ad un piano grafico tu, 

rispetto  ad un riferim ento co , v , £°°, 7)00 equivalgono a che il piano 7u sia 
(y]°°, ^007]00)-transitivo . Per le proposizioni I e II  abbiam o allora che la condi­
zione C im plica che il piano 7u sia, rispetto al fissato riferim ento, (7)00, Ç°° yf°)~ 
transitivo . E ovviam ente vero anche il viceversa e cioè che un piano 
(y]°°, £°° 7}00)—transitivo  im plica la condizione C. Ne discende allora la seguente

PROPOSIZIONE II I .  -  La condizione C equivale alla (7)00, £°°y^ - t r a n s i ­
tivi tàì

A bbiam o quindi (ved. [2]) che l ’anello ternario associato ad un piano 
grafico verificante la condizione C è, rispetto alle due operazioni derivate di 
addizione e m oltiplicazione, un sistema cartesiano.
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