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Analisi matematica. — Regolarità di un problema di disequazioni 
variazionali relativo a due membrane. Nota di G io r g io  V e r g a r a  
C a f f a r e l l i ,  presentata n  dal Corrisp. G . S ta m p a c c h ia .

SUMMARY. ■— The regularity of the solutions of a variational problem concerning two 
membranes pushing against each other is obtained by rediicing the problem to one involving 
a single rigid constraint.

1. Scopo di questa N ota è rispondere alla seguente questione: determ inare 
la posizione di equilibrio di due m em brane fissate rispettivam ente ai bordi 
e spinte Tuna contro l ’altra  (1b Questo problem a rien tra nello studio dell’esi
stenza e della regolarità delle soluzioni di una disequazione variazionale 
(cfr. [2], [3], [4]) re la tiva ad operatori vettoriali ellittici e viene qui esaminato 
nel caso di un operatore le cui com ponenti abbiano parte dom inante uguale.

Nel seguito indicherem o con O un aperto limitato di Rw e con 
YJ (Q) i <  p  <  00 , H 1 (O) , H j (Q) , H 2’* (O) I <  a <  00 gli usuali spazi fun
zionali di Sobolev; inoltre se 9 e H 1 (Q) indicherem o con (Q) la varietà

Ĥ > (O) — { u  e H 1 (Q) : u  —  9 e H j (fi)} .

Ricordiam o poi che se u  , v € H 1 (fi) la diseguaglianza u  >  v resta defi
nita in modo naturale tenendo conto che H 1 (fi) è il com pletam ento di 
C1 ^ )  (cfr. [4]).

2. Consideriam o gli operatori:

 ̂ A  (u) =  —  (ciij (x) uxp xj +  bi [x) ux . +  c { x ) u

B (zi) =  —  (atJ (x) vxp xj +  di {x) vx . +  e (x) v

le cui parti principali indicherem o con L  (u). In  (1) e nel seguito le somme 
saranno sottintese. Se aij 6 L °° (ß ) . bi > di e L* (Ü), (?, j  =  i , • • •, n), c, 
e e iA 2 (Q) [’operatore lineare (A , B) applica H j (Q) X H j (Q) nel suo duale 
ed è ellittico se:

(2) ßij (x) [JL; fiy >  C± | fi. f  per [Jl e R" , I  e Û , ^ >  o

coercitivo se:

(3) (A (u) , u)  > c z \\u ||2hi , r2 >  o , <B(v) , v ) > c \ \ v  ||2h1 , c >  o
0 0

(*) Nella seduta del 18 giugno 1971.
(1) Tale argomento mi è stato indicato dal prof. G. Stampacchia che ringrazio del sug

gerimento e dei consigli datemi nella redazione di questa Nota.
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essendo, al solito:

(A ( « ) , £ } =  J [a,y ux . l Xj +  (bi ux . +  cu) l]  dx
Q

(v) , 7)> =  j  [aiy vx . Y)v  +  (di vx . +  ev) tj] dx  .
Q

Come è noto la (2) im plica la (3) se la m isura di O oppure le norme 
li bi IILn , Il di IILn (i =  .1, • • •, n) Il c ||l /̂2 II e ||L„/2 risultano sufficientemente pic
cole.

Siano p (x) , g  (x) funzioni di H (O) tali che p >  <7 su 3 0  nel senso di H 1. 
Indicato con K il convesso

K — { (ü , v) e Hp X Ho : ü >  v in O }

si consideri il problem a di disequazioni variazionali 

P rob lem a i . Determinare (ü , v) e K tale che\

< A  (u) — J  X  —  ü) +  {B (?) — g , f  —  v) > 0  per (f  , f )  e K . 

ove ] , g e  L 2 (U).
Osserviamo che tale problem a am m ette una e una sola soluzione se sono 

soddisfatte le (2), (3). In fatti posto:

u — a —  p \ = \  —  p / =  /  — A (p)

V = V  ---  G 7) —- 7}~----- G S  —.g --- B (a)

K =  { (u , v) e H I X H q : u  —  v >  g  —  p in O }

il problem a 1 è equivalente al

P rob lem a 2 . Determinare (u , v) e K tale che\

(4) (A (u) — / ,  l  —  u) +  (B (v) — g  , 7) —  v) >  o (Ç , tj) e K

£ questi per la coercitività d i  (A , B) in  HqXHJ  ammette una ed una sola 
soluzione (cfr. [4]).

Al fine di studiare le proprietà della soluzione (u , v) del Problem a 1 
ricordiam o due risu ltati di regolarità.

T eorem a i (cfr. [1 ]). Siano a^  e C1 (O) soddisfacenti alla condizione d i 
ellitticità (2) e sia 30 e C2. Allora la soluzione del problema d i Dirichlet

) L  (u) =  —  {a,j (x) ux g)x . =  F in  O 
( u  =  o su  30

appartiene ad  H 2’* (O) n  H j fO) se F e P ( O )  con 1 <. s < 0 0 . Inoltre esiste 
una costante C — C (O , s) tale che

I I « I I H 2 . , < ; c | | F | | l , .
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Questo teorem a è stato esteso alle disequazioni variazionali. Precisa- 
mente:

TEOREMA 2 (cfr. [2]). Se alle ipotesi del teorema precedente si aggiunge 
L G )  e 1 / ( 0 )  , <  o su  3 0 , detto i l  convesso

K v =  { ß e H j ( ß ) : ß  >  ^ in O}

la soluzione z  del problema variazionale'.

Z G

I  &ij (x) zx . (ß —  z)x . dx  >  j  F  (ß —  z) dx  per ß e K v
Q Q

appartiene ad H 2,s (O). Inoltre esiste una costante C =  C (O , s') tale che 

Il ^  Hh2ì, <  C ( Il F  ||l , +  Il L (^)

Torniam o ora alla nostra questione.

LEMMA i . I l  Problema 2 equivale a trovare ( u , v) e K  tale che\

(5) {A (u) +  B (v) , oc) =  ( /  g  , d) per  a G H j

(6) (A(u)  —  B ( v ) , $  —  ( u — v)) > { f — g , $  —  (u— v)) per  ß e H j  , ß > c r — p.

Dimostrazione. L a (5) si ottiene dalla (4) prendendo E, =  u  +  oc , rj =  v-j- oc 
con a € HJ , a ^  o. Per avere la (6) basta som m are le disequazioni che si 
ottengono per Z, =  v -J- ß , rj =  v; \  — u\ i \ ~ u — ß con ß e H j ß >  a —  p.

Viceversa la (4) si ottiene som m ando le (5) (6) scritte per a =  — [(£, + 7]) —

—  ( u +  v)\, ß =  — [(£ —  7]) +  (u —  v)] >  a —  p se (Z, , 73) G K.

Dim ostriam o ora il

T e o re m a  3 . Se aij(x) g (7 (0 ) , bi (x) , di (x) , c (x) , e (x) , f ( x )  , g  (x) g
g i f  (O) con p  >  n, p (x) , g (x ) g H 2’̂  (O), p >  a su  30  e 3 0  G C2, la solu
zione ( ü , v) del Problema i  appartiene a H 2’̂ X H 2'̂  e quindi ha derivate prim e  
hölderiane d i esponente X =  1 —- njp.

Dimostrazione. Posto

w ~ u  -j -v z — u  — V

M (u) =  bi ux . +  cu +  A (p) — /  , N (v) =  di vx . +  ev +  B (a) —  g

per il lemma precedente il P roblem a 2 può scriversi nella forma: trovare
w  G H j , z  G K a_p =  { ß G H q (O) : ß >  g —  p in O } tali che

!

(7) (L (w ) , a) =  <(— M (u) —  N (v) , a) per a e H j

(8) (L (z) , ß —  z) >  (— M (u) +  N (v) , ß —  z) per ß e K 0_ p .
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In terpretando  (7) e (8) come espressioni nelle incognite w  , z  con (u , v) solu
zione nota del Problem a 2, l ’ellitticità dell’operatore L  garantisce chcw  =  u  -j- v,

z  =  u —  v. M a u  , v  6 HJ, ne segue M ( u ) , N (v) e I / ‘ con —  =  — .
S\ 2. p

D ai Teorem i i e 2 si ha allora a /^ eH 2’’1 da cui u , v e  H1"’* con V  =  —---------
sx s± n

e quindi M (u ) , N (zi) E L  2 con —  = -----1- :-------- —ì . Ripetendo eventual-S2 s± \ p  n J l
mente più volte la stessa argom entazione si dim ostra che w  , z  6 H 2,p cioè
ü = u + p yv — v + gE H2,p .

Come conseguenza del Lem m a i si trae anche il seguente risultato fisica-
mente evidente:

COROLLARIO i. Se i l  Problema i  è simmetrico ovvero se A  =  B, g =  — f } 
a ~  —  p , p >  o su  SO, allora:

{ x  E O : ü  (x) =  v (x) } =  { x  E O : ü (x) =  o } =  { x  e O : v (x) =  o}

Dimostrazione. D alla (5) si trae w  =  u  +  v =  o, per cui ü  =  u  +  p =  
=  — v =  — ( v —  p). Ne segue che l ’insieme di contatto delle due m em brane 
coincide con l ’insieme in cui esse si appiattiscono sul piano di simmetria.

B ib l io g r a f ia

[1] Agmon S., D ouglis A. e N irenberg  L., Estimates near the boundary for solutions o f 
elliptic partial differential equations satisfying general boundary condition, / , «Comm. 
Pure Appi. Math. », 12, 623-726 (1959).

[2] Brezis H. e Stampacchia G., Sur la régularité de la solution d'inequations elliptiques, 
«Bull. Soc. Math. France», 96, 153-180 (1968).

[3] Lew Y H. e Stampacchia G., On the regularity of the solution o f a variational inequality, 
«Comm. Pure Appi. Math.», 22, 153-188 (1969).

[4] L ions J. L. e STAMPACCHIA G., Variational inequalities, «Comm. Pure Appi. Math.»,
20,. 493-519 (1967).


