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A n a l i s i  m a t e m a t i c a .  —  Sulla completezza hilbertiana d i succès- 

sioni d i funzioni. N o t a (#) del S o c io  M auro P icone .

Summary. — A sequence {9^} of real functions, complete in the £2 (T) space, relative 
to a set T of the euclidean r-space, is considered. A condition is given for the completeness 
of a subsequence {4 }̂ of {9^} in £2 (U) (U subset of T).

Sia

( 1)  { < ? ( » }  =  <Pl W  , ? 2 W

una successione di funzioni reali W del punto x  dello spazio euclideo S(r), 
a r  dimensioni, quasi continue (nel senso di Tonelli) nell’insieme di punti 
lebesghiano T  di detto spazio, ivi di quadrato sommabile. Supposto T  di 
m isura non nulla, dico, una tale successione, hilbertianamente completa in T  <2>, 
se le infinite equazioni

(2) jV (*) <Pa  ( x )  à x  =  o ( h  — i , 2 , • • •),
f

nella funzione reale f ( x ) ,  essa pure quasi continua e di quadrato  sommabile 
in T, sono soddisfatte soltanto se f  (x) è quasi ovunque nulla in T.

E ben nota l’im portanza che ha, nell’Analisi m atem atica, sia qualitativa, 
sia esistenziale o quan tita tiva, il possesso di successioni di funzioni, complete 
in un dato insieme e con la N ota presente m i propongo di enunciare e dim o­
strare, su tali successioni, un teorem a che non si trova nelle citate «Lezioni » 
loc. cit. d-),. e non mi risulta che sia stato già, altrove, osservato.

E  subito visto che: Se per gPinsiemi lebesghiani U  e T  si ha U  C T, 
ogni successione di funzion i completa in T  lo è anche in  U.

Infatti, se per le funzioni dette della successione (1) e per una funzione 
g  (x), in U  di quadrato  som m abile, si ha:

(3) g(x) <pÀ(x) dx =  o,

per la funzione f  (x), così definita in T,

(4)
, ,  A  =  e (*)> Per

/  w ( =  o , per
r C U ,  
* C T  — U ,

( h  —  I , 2  , •  • • )

(*) Presentata nella seduta del 18 giugno 1971.
(1) In ciò che segue avrei potuto considerare anche funzioni complesse, a patto però 

di rendere la mia esposizione inconsueta e di complicare i simboli adottati. Cfr. in proposito 
le Lezioni sulla teoria moderna delVintegrazione di P ICONE e VIOLA [editore Einaudi, Torino 
(1952)], Cap. IX.

(2) In seguito sottintenderò sempre, omettendolo, l’avverbio hilbertianamente.
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che riesce, in T, di quadrato  sommabile, sono soddisfatte le (2) e pertanto, 
supposta la completezza in T  della successione (1 ) , f ( x )  dovrà essere quasi 
ovunque nulla in T  e quindi anche in U , m a ivi è f  (fi) =  g  (fi)-

TEOREMA. Per gVinsiemi U  , V  , T , lebesghiani nello spazio S(r) dei 
punti x  e d i misura non nulla, si abbia

T =  U  U V  , mis (U f ìV )  =  o .

La successione (1) sia completa in  T . La successione

(5) {+ (*)} =  ( x )  , 4*2 (*) >• • •> ^ ( * )  ,• • •

sia subordinata alla (1) e la successione

(6) { x  ( x ) }  =  X i  0 )  , X2 (*)»•••> X/(*) ,

sia complementare alla (5) nella (1) (3h Per ogni funzione f  (fi) quasi continua 
e d i quadrato sommabile in  U, sia possibile definire una funzione g  (x), 
quasi continua nell'insieme V, ivi di quadrato sommabile, tale che, dalle 
eguaglianze •

(7) j f  (x) fa  (x) dx =  o (k =  i , 2 ,• • •),
u

seguano le altre\

(8) j g  (x) (x) d x  =  o (k = 1 , 2  ,• • • ) ,
V

(9) (̂ r) d x  + J c  (*) Xi(x)
V

dx  =  o ( / =  1 , 2  ,■■■),

allora, dalla completezza in  T  della successione (1) segue quella in U  della 
successione (5), subordinata alla (1).

(3) Data una successione di elementi

{E} =  E i , E2 ,• • -, En • -, 

dico nei miei trattati d’Analisi matematica, la successione

{G } =  G ì , G2 , • • •, Gn , • • •,

subordinata alla { E }, se ad ogni numero naturale k, si può far corrispondere un altro , 
tale che si abbia

&k =  <  nk+1.
La successione

{ H } =  Hi , H2 , • • •, Hw , • • •,

ottenuta dalla {E } privandola degli elementi della successione {G}, è detta a questa com­
plementare nella successione {E},  e, pur essa, è a questa subordinata.
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Dimostrazione . Si ponga

A \ = / ( * )  > per * C U ,
<P (x) • , s

ì = g ( x ) ,  per r C V .

L a funzione <[> (x) risu lta quasi continua in T  ed ivi di quadrato  som­
mabile e si ha:

I =  ] f  (x ) Ì'ì.Cx) à x  +  ) g ( x ) i > t ( x ) d x ,  per <pAC {<]/}, j  O (x) <p* (x) d x  <

(

Se è

f /  0 ) h  (x) d x  +  j g  (x) Xi (x) d x  , per <Pa C { X } •

/ O )  <Pi(x)dx =  o
u

risulterà; in virtù delle ipotesi,

(per k  =  I , 2 ,• • •),

J  O (x) <p* (x) dx  =  o (per h =  1 , 2 , • • •),
T

e quindi, per la supposta completezza della successione {9} , <S> (x)f è quasi 
ovunque nulla in T  e pertanto anche in U, m a in U  è Ò (x) =  f  (x).

E sem pi. Designi x  la variabile reale. A lla successione

( IO) { 9 } =  1 » sen x  , cos x  , sen 2 ir , cos 2 x  , • • •,

com pleta neH’interyallo (—  7u , tu) dell’asse x, sono subordinate le successioni

( n )  =  sen a: , sen 2 x  , • • •,

( l 2) { ̂  } — i , cos x  , cos 2 x  , • • •,

in essa m utuam ente com plem entari. Com ’è ben noto, dagli elementi, tali 
successioni sono entram be complete nelFintervallo (o , tu). Ebbene, ciò segue 
im m ediatam ente, per il teorem a dim ostrato, dalla completezza nell’intervallo 
(J— 7Z , tu) della successione (io). Basta sostituirvi gli insiemi U  e V, rispetti­
vam ente, con g l’intervalli (o , tu) e (—  tu , o) e l’insieme T  con l’intervallo 
( tu , tu). Per dim ostrare la completezza della successione (11) nell’in ter­
vallo (o , tu) basta porre, nell’intervallo (— tu , o)

g(?)  =  — / ( — *) » 

e per dim ostrare quella della successione (12) .
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Cosi, nell’intervallo (— a , a), a indicando un num ero reale, è completa 
la successione

{**} (A =  o , i

e nell’intervallo (o , a) sono complete entram be le successioni

{**à+1ì , (>6 = 0 , 1

a quella subordinate e in essa com plem entari, laddove esse, com ’è subito 
visto, non sono complete in ogni intervallo (a', a), per il quale sia a' a <  o.


