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Meccanica.

Un probléme de calcul variationnel. Nota di Rapu
Bipescu, presentata @ dal Socio M. Piconk.

RIASSUNTO. — In questo studio si tratta di trovare un arco di curva OM, (di curva-
tura 1/p == 0) sul quale un punto materiale M si muove con attrito da M, verso ’origine sotto
P’azione di un campo di forze F (M) dipendenti dalla posizione di M in un tempo minimo T.
Le quattro condizioni necessarie e sufficienti di Euler, Weierstrass, Lagrange, e Jacobi essendo
soddisfatte, esiste un minimo relativo (nel senso forte) del funzionale T(y) che'da il valore T.
In particolare, nel caso del campo gravitazionale costante, I’estremale cercata & una cicloide.
Si osserva che la condizione di Jacobi corrisponde ad una equazione di Riccati e il suo inte-
grale-generale permette d’affermare che non esistono dei punti coniugati ai punti Mg e O,
dunque nel campo della estremale del problema posto & raggiunto il minimo relativo T.

Un important probléme pour les triages des stations férroviaires se pose
deés l'on veut effectuer le tri des wagons dans le plus court intervalle de temps
possible. C’est 14 un probléme du calcul des variations qui peut conduire a
des généralisations étendues si 'on tient compte des intéressantes recherches
dies & M. I'’Acad. Mauro Picone dans le méme domaine [I].

Avec la collaboration de L. Cristian, nous avons récemment publié une
étude [2] du mouvement tautochrone plan pour un point matériel qui se dé-
place (en tenant compte du frottement) sur une courbe C et dans un champ
de forces dépendant seulement de la position du point. Nos résultats condui-
sajent & une intégrale généralisée qui devait étre divergente pour assurer
Pexistence des courbes C, aussi dans le cas du temps T infini.

Le probleme étudié ici conduit 3 un exemple simple du calcul des varia-
tions pour lequel les quatre conditions bien connues d’existence du minimum
au sens fort peuvent étre facilement réalisées. En particulier, les conditions
de Weierstrass, de Legendre et méme celle de Jacobi — qui conduit & une
équation de Riccati intégrable — permettent d’illustrer dans un cas assez
général pour le champ des forces, la solution du probléme variationnel envi-
sagé.

@) Considérons 1'espace des fonctions vectorielles réelles &

s s
(1) ?(s)=ifcose-ds+jfsin6~ds,
A 0 0

avec 0(s)€C?[o,a]=C?(J) >R (s = arc OM), dont les graphiques sont
des arcs C & courbure non nulle Vs €7, avec la norme des fonctions continues.
0 est ici I'angle de la tangente avec Ox.

) Envisageons un champ de forces réelles T (7)eC'{VMeD;
s €]} qui dépendent de la position du point M dans le domaine simplement

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1971.
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connexe D C R? domaine contenant la famille C. Sur chaque courbe C on
aura

(2) F=7F, +vF,
les verseurs T et v étant dirigés dans le sens des arcs croissants sur la tangente,

et vers la concavité de la courbe pour la normale; F,(s), F, (s) €C' (J) - R.
¢) Le frottement du point matériel M sur C sera défini dans son dépla-

cement par p=tg ¢, ¢ € [o ) %) , et la réaction de C aura alors l'expression

3 R = (u7 +9) R,
ol R est la valeur algébrique de R.

Le modeéle mathématique du mouvement de M sur C & partir d'une position
frxe My (sg) €C, avec la vitesse initiale T, = v, = (v, <0), se rapporte & la
détermination de la courbe C € & de maniére que le point matériel M arrive en

. O (s = 0) dans un minimum de temps T sous l'action du champ ¥ (o< So < a).
L’équation vectorielle du mouvement

) m-T=F 4+ @i +9)R=m-97 +m-v-0y
permet ’élimination de R
) d—pov-f=— " (F,—pF,) =5 (5)

la fonction § (s) étant définie sur D par les hypothéses ) et o).

On obtient une intégrale premiére de (5) en utilisant la méthode de
Lagrange si I'on pose » z%:U-eue, et 'on trouve
(6) U-dU=g.7" | 1UP—U2= 2f Fe P ds

So

22 28
Uy =v,e v,

)

Comme § doit étre négative pour que le déplacement de M se fasse vers O @),
on a

R VA Y RN 2

U T T G=uy ) =Fa

et le temps T dans quuel M décrit I'arc My O est donné par 'expression

® J‘/dU/dx —/fo’dx>'ds

S0

qui est une fonctionnelle définie par a), &), ¢) et (6), (8), dans I'espace &.

(1) U> Uy, Vse(o,s], donc dU/ds > o, d’olt résulte que U< o0 et §< 0, § ne
pouvant étre nul en O. Les régions du plan Oy ol ces conditions ne sont pas remplies seront
exclues du domaine D ot sont définies les courbes C € & .
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II. — LES CONDITIONS SUFFISANTES POUR L’EXISTENCE
D’UN MINIMUM RELATIF POUR T

La fonctionelle T (U) admet un minimum relatif (au sens fort) dans & si:
@) la fonction réelle U (s) € C' [0, so] est une extrémale, solution de
I’équation de Euler,

() o0 d o
9 U T & |

| o=sc, 0,0
) 0
vérifiant les conditions bilocales Uy =U(sy), Uz =U%©0) =U} + 2 f Fe M ds.

§

) Elle vérifie la condition de Legendre (au sens fort) Vse€ [0, s/]

*f
(IO) S0z >0.

Y

Y) Elle remplit la condition de Weierstrass relative a l'expression
(11) E(s,U,W,Y)=/(,U,Y)—f(,U, W) —
— Y —W) -5, U, W)=0

qui ne doit pas étre négative pour tout arc ¥y = Y (s) de & appartenant a un
voisinage V, d’ordre zéro de I'extrémale C qui passe, ainsi que les arcs men-
tionnés, par les points Mi (55, U1) et Mz (o, Us), avec U(sy) = U1 = Uy
[formule (6)] @.

8) Elle satisfait la condition de Jacobi relative & la courbe intégrale
I'(y=Y (s) € 8 de l'équation différentielle attachée & la fonctionnelle (8)

(12) (for— g5 Fou) Y — 55 Uon- YD =0

qui, partant du point Mi (sy, O), ne doit intersecter 'axe Os quand s varie
de 5o a O.

Dans toutes ces conditions, toute courbe de & définie par ¥y = y (s) de
la classe C'[o,s,] =R vérifiant les conditions bilocales «) et appartenant
au voisinage V. de U (s)

(13) Ve =@y @©—=UE I <e,¥s€e[o, 5]}
considéré au v), vérifie I'inégalité
(14) Ty () =T UE)

pourvu que U remplisse les quatre conditions o), B), v), 8). L’extrémale U est
ainsi plongée dans un champ d’extrémales et il existe un € > o et le voisinage
V. de U tels que U réalise le minimum de T(U) au sens fort dans V, .

(2) W.est ici la fonction de pente de Weierstrass.
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Pour déterminer les extrémales U (s), il faut d’abord examiner les con-
ditions mentionnées plus haut:

a) L’équation de Euler (9), ou f2(s,U,U)=U'U1§ peut

s’écrire
.
(15) f7+”gg—=0
U‘1 F vt u.st , S
car fi, = ——F—,fy = — %7 et l'on déduit d’apres (6) et (7)
2 172 e g e
6 f=g ,vU="T U= 5 :UZOJeré?e 2 g

d’ott par une dérivation on trouve la condition

dF 2 o S o v(s9) _ 2(0) 1
A dx —C=o0,U=ve =", Ss) 50 C
et, comme C ==o0 doit étre fini, il résulte que la vitesse initiale v, ainsi que
la vitesse finale ne peuvent étre nulles. On déduit ensuite
0
8 T=C ds >0
(18) I I
et la trajectoire (1) en remplacant ds en fonction de d6
(&) .
. _ ) o aF _
(19) 7—-VC»2—{J( (1-cos@+;-sm6)-<de—p.'ev)-de]-
b ()
qui définit I'extrémale cherchée.
.. s 1 _ 1/ 1
B) La condition (10) est réalisée car Son= 1 l PO F >o0.

y) La condition de Weierstrass (11) est aussi satisfaite car, désignant

par W la pente de l'arc y = Y (s), on a, si f(s,U,U")=— l [IIJ,S ’
E(,U,W,Y)= /U&r +V 5= T(Y—W)- VU—W>O

ce qui s’écrit W + Y =2 JWY ou bien (W—Y)? >o.
d) L’équation différentielle de Jacobi (12) s’écrit

(20) F2.YV" — (2C*—§)5Y +C*Y =0
et par le changement Y’ = Y, on trouve I’équation de Riccati
(21) §n -8 —(2C*—§)sn +C =0

que l'on peut mettre sous la forme suivante si 'on pose y = 7§,

d -
Yy Iy +51(y—C=o,
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ou bien
dy g—1 242
5 T (y—C) =o.
La séparation des variables conduit, aprés une intégration, 4 la fonction

I c?
T

(22) vy = |1t C g
s ds
Cl‘i‘”/‘c—gf—

la constante d’intégration étant C;/C? et, aprés une seconde intégration,

- $
'22 ds

‘S d
(23) Y=Y0exp[/C2-§— - exp 7

32 ds
C1 +/C -
50

So

Or, dans le voisinage V, (U), on doit avoir sgn B = sgn—Yf, signes qui

sont négatifs comme ceux de U et de §. Il résulte que le dernier rapport de (22)
s
I/(Cl -+ {CZ %) , doit, d’aprés la séparation en deux exponentielles de (23),
So
garder le méme signe + pour tout s € [0, 4], donc C; doit étre strictement
positif. Dans ces conditions la fonction Y(s) ne s’annule pour aucune valeur
de s€[o,a] d'ou l'on déduit qu'il n’y a pas de points conjugués a tout
so € [0, a] dans cet intervalle [0, a]. On pourrait discuter aussi le cas de
C1 <o pour déterminer la valeur maximum de a, ce que nous ferons dans
un autre travail, I'intégrale qui figure dans la seconde exponentielle de (23)
n’ayant pas de sens pour tout champ I'(s) dans les conditions fixées au point 4).
Il résulte de toute cette analyse que la valeur (18) de la fonctionnelle (8)
est un minimum (au sens fort) pour toutes les extrémales appartenant au voisi-
nage V., C D, et elle correspond 4 la courbe extrémale définie par (19), une
fois qu’on connait les valeurs 0 (so) et 0 (0), avec les conditions supplémen-
taires '(17).

Pour le champ gravitationnel constant F=—mg ], F, = — mg-sin 0,
- , aF - 0 ,
F,=mg-cos b, § =— Co‘icp sm(e—cp),w—;w =—g CCOOSSZCP , et 'on a
la représentation paramétrique de Pextrémale (19)
(24) x(0)=7%2(20—20,+sin206—sin26,) P L —
v (0) = 4 (cos 2 6y — cos 2 6) (2C-cos o)

avec 0, € (o , g) . C’est une cycloide convexe vers Oy positif dont la tangente

en O fait 'angle 6, avec la direction positive de 'axe Ox.
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ANNEXE DES CALCULS

L’équation différentielle de Jacobi est, d’aprés (12)
d d )
(25) (P—5Q) Y— & ®RY)=0

o P=f,,0=/fu R=/\;. et Y=Y(s) représente une courbe de 8
reliant My & O mais appartenant & V,(U). Comme f2 =U'|U, f; = -;—U’/U?’,

avec
1

.][___—}/IJ//[JQ~ ’ 2fUr:—

, yu-u.5 ’
on trouve
4 U’ I 1
T P=—| = = R=—rnrre—
3 ‘ Us. § , 4Q VU3 U -5 4 VU3 0.5
et (235) s’écrit
d I U’ E
6 — Yl p———— Y p— - p— __L -
<2 ) 2 ds ( YU u’s. w«() + lgl Us. + yUs ( AN V[_y.gs)

Comme In(—f) = %(an’hln |U|—

on trouve que la premieére
condition (15) a la forme

v U, §
(@7) v T U T 0

et alors I’équation (26) devient, aprés une multiplication par yU'5.U5 &3 ,
2 Y.y’ Uz‘g_ﬁy, <3 U//_UZ F _{_U/ZUg + g U"U2> "l_
+Y@U?F —UU'U'§—§.U.UH=o0.

Tenant ensuite compte de (27) et de (16) avec U’ = C?*U/F, ce qui permet
I'élimination de U’ et U, on trouve I’équation (20).
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