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Fisica matematica. — Zensore ¢ spinore energetico di campi
bivettoriali ¢ spinoriali. Nota 11 ® di Evrisa UbpgescHINI BRINIS,
presentata " dal Socio B. FinzI.

SUMMARY. — In the flat space-time referred to Galileian coordinates, we derive—in
this second paper—the expression of the total energy-momentum spinor, and connected
conservation laws in spinor form, for a field defined by a second-rank symmetric spinor and
by its complex conjugate. In particular, for the free electromagnetic field in vacuo, we get
the energy-momentum spinor expressed by the two parts of the electromagnetic spinor depend-
ing on the hermitian part and on the anti-hermitian one of the potential spinor.

3. CAMPI SPINORIALI: SPINORE ENERGETICO TOTALE

Facendo seguito alla Nota I ®**  della quale proseguo la numerazione
dei paragrafi e delle formule, si consideri nello spazio—tempo pseudoeuclideo,
riferito a coordinate pseudocartesiane, di metrica (1-1), un campo fisico
caratterizzato da uno spinore doppio simmetrico ®ug (A, B --- =1,2) e
dal suo complesso coniugato ®up = Ppp %),

Come ho detto nell'introduzione, sfruttando !invarianza dell’azione
rispetto alle trasformazioni spinoriali subordinate nello spazio di spin dalle
trasformazioni infinitesime di Lorentz, stabilisco per tale campo le leggi di
conservazione in forma spinoriale e ottengo I’espressione dello spinore ener-
getico totale a divergenza spinoriale nulla. :

Sia £ = £ (Pap, Pap) la densitd lagrangiana del campo e ygq lo spinore
potenziale dal quale si puo far dipendere lo spinore ®,p, mediante la @6):

(3-1 Dap = % OtrafRs + Ara/®D-

Non si altera il campo ®,p eseguendo sullo spinore potenziale la tra-
sformazione di gauge:

(3-2) X'rs = Ags T Y/rs

con v (%) funzione scalare complessa arbitraria, disponendo della quale si
pud imporre al potenziale ypc la condizione di solenoidalita: XRS/RS: o.

Dal principio variazionale §A = o, in corrispondenza a variazioni arbi-
trarie dei potenziali Ypq, Ygs (0, indifferentemente, a variazioni arbitrarie

(*¥) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
(**) Nella' seduta dell’8 maggio 1971.

(*¥**) Presentata nella seduta del 17 aprile 1971.

(¥*¥*) Per ragioni tipografiche gli indici in grassetto sostituiscono gli indici puntati.
(16) E. UDESCHINI BRINIS, « Questi Rendic.», 40 (4), 577 (1966).
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delle parti hermitiana ¢@p ed anti-hermitiana (o dello spinore ygo @7)
nulle al contorno della regione =, si traggono le equazioni di campo.
Queste, introducendo per brevitd di scrittura lo spinore doppio simme-
. AB
trico 67

GAB _ L oL
- a(DAB oDy,
si scrivono:
AB/C AB/ C
(3-3) 0°°/%Aa=0 ; 0\ =0

e sono legate dalle due identita:

AB/C AB| C
(3_4> 6 / ACB = s 0 /A BC = O.

Le identita (3—4) discendono direttamente dall’invarianza dell’azione
rispetto alle trasformazioni (3—2) e cio¢ dall’essere dA = o0 in corrispondenza

a Variazioni arbitrarie i:lei potel;lziali, nulle al contorno, del tipo: §XRS = §Y/Rs;
07ps = OV gs (0ssia: Sopq = dopq; §¢RS = Z%B/RS essendo y = a + ZB, con
o (x) e B(x) funzioni reali).

Per ottenere le leggi di conservazione in forma spinoriale e 'espressione
dello spinore energetico totale, possiamo ancora valerci della relazione:

(3-5) f [8% 2 4+ (28] dx = o

(nella quale 3% £ & variazione sostanziale). Questa, posta in forma spinoriale
e ammesse verificate le equazioni di campo (3-3), diventa:

(3-6) f

T

L0 (3% gy + 3 Yep/Cy 4 = 0% (3 oo — 3 U] /a° +

+ % (SECA)/CA dvr=o

N CA . . .
avendo indicato con & lo spinore hermitiano corrispondente al vettore
BT a .¥CA _ CAs a. soa__ 1 a ¢CA ca
infinitesimo 3x% secondo le: £ = g ™" 8x%; d«x —7gCAZ (ove g7 ¢
lo spin—tensore fondamentale).

Occorre pertanto procurarsi la variazione sostanziale 8" ¢, dello spinore
doppio ¢, in corrispondenza ad una trasformazione infinitesima (1-10)
di coordinate di Lorentz (8,

(17) E. UDESCHINI BRINIS, Joco citato. E. UDESCHINI BRINIS, «Meccanica», 1, II,
11 (1967).

Siha: 7ps=9gs T Yrs ; Ams = Psr— ¥sr -

(18) NelPambito della relativita ristretta, finché si opera in coordinate pseudocartesiane
e ci si limita a trasformazioni di Lorentz, anzicheé lasciare indipendenti le trasformazioni di
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Poiche: ¢RS = ¢ RS % (essendo ®* il vettore corrispondente a @RS),
dalle (1-13) ed (1-14), imponendo 3*g RS = 8¢ RS = o segue:

(3-7) B* RS = §pRS — @RS, 3xv = 2 % py " — - oRip ETY .

Si osservi che la variazione locale 8¢RS si pud anche esprimere nella
forma (9):

(3-8) SRS = — @TS R — oRU 1,
con:
— I w
(3#9> 7}AB - V)BA == ‘Z (o) gHCAg,VCB .
(essendo " = — "™ i coefficienti della rotazione nella trasformazione infi-

nitesima di Lorentz).
Tenendo conto che, per la (1—-14):

gRH/TS + ETS/RH -5

(3-10)

si puo verificare che la (3-8) si accorda con la 3¢RS :%ERS/TU TV  conte-
nuta nella (3—7) @0,

coordinate nello spazio-tempo e le trasformazioni spinoriali nello spazio di spin, tenendo conto
delle une e delle altre attraverso la trasformazione subita dallo spin-tensore g, pg, si
preferisce limitarsi ad un calcolo spinoriale piu particolare, collegando ad ogni trasformazione
di Lorentz una trasformazione unimodulare di spin tale che lo spin—tensore fondamentale
SRS Testi invariato e mantenga costantemente i valori:

1 ; , ‘
]

B. L. VAN DER WAERDEN, « Nachr. Akad. Wiss. Géttingen », 700 (1929). W. L. BADE and
HERBERT JEHLE, « Reviews of modern Physics», 25 (3), 714 (1953). E. M. CORSON, /ntro-
duction to tensors, spinors and relativistic wave-equations, Blackie & Son Limited, London
and Glasgow (1953).

(19) E. M. CORSON, loco citato.

(20) Si ha difatti:

lo 1

|
i‘IO

I o
lo —1

)

o RS

i o7
o1 giRs| = |S2RS|T| o é’sR§ =

1 I .
(PTS 'Y)R QDTS ZR / H_ (CPT ERH/ S cPTH ERS/ )
I I
(PRU ,nS (P#U £ S/H (o U EHS/R (PHU gRS/ )
e quindi:
I 1
: TS "l']R (PRU S ® (ERH/TS ETS/RH) CPTH ERS/
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Si ha quindi, dalla (3-6), tenuto conto della (3-10):

— 5 | 18 (ons 40 Ecn + (Ben + Yewyus B 1110 dx —
— % J [GAB {(‘PSR_ ‘pSR) gSR/Bc + <<PBC — 4'BC>/SR zSR} ]/ AC dz +

+ %J(QE'CA)/CA dx = o.

Osservando che le due espressioni

[OAB (Prs + brs) ERS]/ CBCA e [04B (‘PSR - q)SR) ‘ESR]/ BCAC

risultano identicamente nulle per la saturazione di due indici di simmetria
con due di emisimmetria @D e sfruttando le equazioni di campo (3-3) si ha
poi:

(3-11) TI(, f [eAB{((PRs -+ “I"Rs)/CB_ (pcs T q)CB)/RS} ‘ZRS]/ CA dx +
+ Ilg,f [eAB {(psr— "IJSR)/BC — (Pgc— ¢BC>/SR} ESR]/AC dx +
+%f(QECA ca d¥ = 0.

Tenendo conto dell’identitd @2

(3-12) (‘PRS/CB— Pcr/rs) £ = _; <<PRB/ %+ Prs/ ") ECS +

+ % ((PCS/RS + <PRs/cs> ERB

(21) E infatti, nello spazio-tempo pseudoeuclideo:

[- .]/CBCA = .]/CACB =—[- .]/CACB .
(22) Essendo:
(emsjcB—Pcp/re) B = — (Pcs/ 3 — ¢ 8/cs) Ep> — (@®s/rz —Pra/ RIEG
ed anche:
(Prs/cB— PcB/Rs) EX° = — (PrB/c — ¢c [rD) E s — (@R [cs —Pcs/R) Ep.

sommando membro a membro, segue la (3-12).
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e introducendo i due spinori Asp e Bap che rappresentano le parti di ®,p
costruite rispettivamente, secondo la (3-1), con la parte hermitiana Prs €d
anti-hermitiana {pq dello spinore potenziale, la (3-11) si pud cosi trasfor-
mare:

G194 [0 (G + Bo) 6"+ (g — Bog) £431/0, dx -+

+ %J [eAB {<ABS+BBS> Esc—l—(ACR‘_ BCR) EBR} ]/AC dx + %f@ECA)/CA dr=o.

Posto:
(3-14) Egupx = % (05 (DBK eac T Oax Aca— Bew) + Ocg %y €ka T
+ Oy (A — Bl + % Lepc xa @

(dove ega ¢ lo spinore doppio emisimmetrico fondamentale: || &, || =

AK o1
e =
—1I0

>» la (3-13) si scrive:
(3-15) f(ECAHK <EHK)/CA dr =o.

Tenendo infine ' conto dell’espressione esplicita di &7 :

(3—16) EHK — OCHK + 'y)KC XHC _{_ 'Y]HB XBK

(dedotta dalla (1-12), ricordando la (3-10) e ponendo: oHE = &% a%;

XR = gQRS x* @9) e dovendo la (3-15) essere verificata identicamente rispetto
ai parametri arbitrari afX ed %XC, si ottengono le leggi di conservazione
in forma spinoriale:

(3-17) Ecanx/®* = o
(Ecanx X5 —l~ Ecamp X"0)/%* =0

(3-18) K K\ [CA
(Ecank XB~ + Ecapx Xu )/ =o0.
La (3-1 7) equivale a quattro equazioni scalari reali (infatti il suo primo
membro ¢ uno spinore hermitiano, per quanto osservato nella nota @) e

(23) Si verifica facilmente che:

Ecamk = Ecank = Eackn

ossia che lo spinore Eg yx ¢ hermitiano nelle due coppie di indici CA e HK.

(24) Si ha: gaHK 0% 20 =1

. = R o XBS = — XREH __ XHS, K (cfr. nota @0).
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le (3-18) equivalgono a sei equazioni scalari reali (essendo l'una la complessa
coniugata dell’altra, con a primo membro uno spinore doppio simmetrico).
Si hanno ancora le dieci identitd deboli di conservazione, dal consueto
significato fisico.
Lo spinore Ecsmx rappresenta lo spinore energetico totale del campo.
Esso ¢ invariante rispetto alle trasformazioni (3—2) e risulta simmetrico nello
scambio della prima con Ja seconda coppia di indici:

(3-19) Ecank = Enxca .
Segue infatti dalle (3-18), tenendo conto della (3-17):

(o C
ECD K+ECK D=0

A A
Epan + Emas = 0.

(3-20)

Scomposto pertanto Ecamk nelle parti simmetrica ed emisimmetrica
rispetto alla coppia di indici non puntati A e K:

(3—21) Ecank = % (Ecank + Eckna) + % eax Ecpr®

la prima delle (3—20) assicura che %(ECAHK -+ Eckua) ¢ simmetrico anche
rispetto agli indici puntati C e H, mentre la seconda delle (3-20) assicura
che ‘ECDHD ¢ emisimmetrico rispetto a C e H. Si ha cioe:

D __ I
Econ® = 7 Sak ccu B

BD
BD

1
< Cak

ed anche tale termine gode quindi della simmetria (3-19).

4. CASO PARTICOLARE: CAMPO ELETTROMAGNETICO NEUTRO NEL VUOTO

Se lo spinore doppio ®ap ¢ lo spinore atto a caratterizzare il campo elet-
tromagnetico nel vuoto e l'azione ¢ quella di puro campo elettromagnetico
espressa in forma spinoriale 29):

(4-1) A= f 2 (Dap O*° + Dpp O*P) dx
si ha:
(4—2) : 0" = 8 ©*® |

(25) E. UDESCHINI BRINIS, «Questi Rendic.», 40 (5), 828 (1966).



[281] ELISA UDESCHINI BRINIS, Zensore e spinore energetico, ecc. 561

Lo spinore energetico (3-14) assume pertanto lespressione:
(4-3) Ecank =2 [Py (DBK suc T Pax Acn — Bew) + P (DBH ka T

+ Ocu (Ask — Bax)] + (Pgs O"P L Dgy (I)EB) uc Sxa

Poiche:
Dpp Ok = — g, Dy, O 6)
si ottiene, a semplificazioni eseguite:
(4—4) Ecank = 4 (Aax Aca — Bak Bcen) -

Il risultato si accorda con quello ottenuto in forma tensoriale: si pre-
sentano due addendi costruiti con le sole parti dello spinore elettromagnetico
provenienti dallo spinore potenziale hermitiano e da quello anti~hermitiano.
Annullando I'una o l'altra si ricade nell’espressione dello spinore energetico
equivalente al tensore di Minkowsky @7,

(26) Si ha difatti:
0y PP = (@ OBy — 0, P ) — (@ OB — Dy 7).
Posto, per P’emisimmetria rispetto agli indici A e K: D,p (DBK = g, Q, saturando
ambo i membri‘ con eA¥ segue: Q = %(DAB ohB

(27) E. M. CORSON, loco. citato.
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