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F isica  m atem atica . —  Tensore e spinore energetico di campi 
bivettoriali e spinoriali. N ota II r) di E lisa U deschini B r in is , 
p resen ta ta  ^  dal Socio B. F in zi.

SUMMARY. — In the flat space-time referred to Galileian coordinates, we derive—in 
this second paper—the expression of the total energy-momentum spinor, and connected 
conservation laws in spinor form, for a field defined by a second-rank symmetric spinor and 
by its complex conjugate. In particular, for the free electromagnetic field in vacuo, we get 
the energy-momentum spinor expressed by the two parts of the electromagnetic spinor depend­
ing on the hermitian part and on the anti-hermitian one of the potential spinor.

Facendo seguito alla N ota I <***>, della quale proseguo la num erazione 
dei paragrafi e delle formule, si consideri nello spazio-tem po pseudoeuclideo, 
riferito a coordinate pseudocartesiane, di m etrica (1-1), un campo fisico 
caratterizzato da uno spinore doppio simmetrico <FAB (A  , B • • • =  1,2) e 
dal suo complesso coniugato <DAB =  ®ab (****).

Come ho detto nell’introduzione, sfruttando l’in varianza dell’azione 
rispetto alle trasform azioni spinoriali subordinate nello spazio di spin dalle 
trasform azioni infinitesime di Lorentz, stabilisco per tale campo le leggi di 
conservazione in form a spinoriale e ottengo l’espressione dello spinore ener­
getico totale a divergenza spinoriale nulla.

Sia 2 = 2  (0 Ab , ® ab) la densità lagrangiana del campo e yRS lo spinore 
potenziale dal quale si può far dipendere lo spinore <t>AB, m ediante la <16>:

Non si altera il campo ®AB eseguendo sullo spinore potenziale la tra ­
sformazione di gauge:

con y (x) funzione scalare complessa arbitraria, disponendo della quale si 
può im porre al potenziale xRs la condizione di solenoidalità: XRs/RS ~  °- 

Dal principio variazionale SA =  o, in corrispondenza a variazioni arbi­
trarie dei potenziali XRS , XRS (o, indifferentemente, a variazioni arbitrarie

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
'((*) **) Nella1 seduta dell’8 maggio 1971.
(***) Presentata nella seduta del 17 aprile 1971.
(****) Per ragioni tipografiche gli indici in grassetto sostituiscono gli indici puntati. 
(16) E. U deschini Brinis, «Questi Rendic. », 40 (4), 577 (1966).

3. Campi spinoriali: spinore energetico totale

(3-1) ‘»AB g  (Xra/RB "E Xrb/Ra)-

(3- 2)
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delle parti herm itiana 9RS ed anti-herm itiana >̂RS dello spinore xRS (17) 18) 
nulle al contorno della regione t ,  si traggono le equazioni di campo.

Queste, introducendo per brevità di scrittura lo spinore doppio simme-
, • nABtnco  fi :

nAB _

si scrivono:

(3 -3 )  0AV a =  o ; 6ab / ac =  o

e sono legate dalle due identità:

(3 -4 )  6ab/ Ca c b - o ; 6a b / aCb c - o .

Le identità (3-4) discendono direttam ente dall’invarianza dell’azione 
rispetto alle trasform azioni (3-2) e cioè dall’essere SA == o in corrispondenza

• • • • • s  s
a variazioni arb itrarie dei potenziali, nulle al contorno, del tipo: SxRS =  §y/Rq ;
s  s  s» s  s  s

§XRS =  &Ï/RS (ossia: §cpRS =  §a/RS ; <H»Rg =  zSß/Rg essendo y =  oc +  zß, con
oc (V) e ß (x) funzioni reali).

Per ottenere le leggi di conservazione in forma spinoriale e l’espressione 
dello spinore energetico totale, possiamo ancora valerci della relazione:

(3-5) f  [8* 2 +  (2 & 0 /v] d^ ^  o

(nella quale S* £ è variazione sostanziale). Questa, posta in form a spinoriale 
e ammesse verificate le equazioni di campo (3-3), diventa:

( 3 - 6 )  J  I -  [0 AB (8 *  <pCB +  § *  ^ CB) ] / CA +  y  [0 AB (8 *  ? B C —  8 * ^ b c ) ] / a C +

T

+  - j  (£ ^ CA) / c a  I d x  =  0

avendo indicato con %CA lo spinore herm itiano corrispondente al vettore 
infinitesimo 8x a, secondo le: £,CA =  g aCA 8x a ; $xa = g ac ^ %CA (ove ^ aCA è 
lo spin-tensore fondam entale).

Occorre pertanto  procurarsi la variazione sostanziale 8* cpCB dello spinore 
dbjppio 9cb in corrispondenza ad una trasform azione infinitesima (1-10) 
di coordinate di Lorentz <18b

(17) E. U deschini Brinis, loco citato. E. Udeschini Brinis, «Meccanica», 1, II, 
i l  (1967).

Si ha: XRS =  9RS +  4Rs l Xrs =  9s r  ^SR •
(18) Nell’ambito della relatività ristretta, finche si opera in coordinate pseudocartesiane 

e ci si limita a trasformazioni di Lorentz, anziché lasciare indipendenti le trasformazioni di



[277 ] ELISA U desch in i Brinis, Tensore e spinone energetico, ecc. 557

Poiché: <pRS =  g aRS <Da (essendo <Da il vettore corrispondente a <pRS),
dalle ( i—13) ed (1-14), imponendo S*̂ *aRS =  %TaRS =  0 segue:

(3-7) 8* 9rs  =  8<pRS -  <pRS/v 8 ^  =  -  i;RS/TU <pTU _  L  9 RS/TU .

Si osservi che la variazione locale §cpRS si può anche esprimere nella 
forma <19>:

( 3 - 8 )  §<pRS =  —  9 t s  y]r t  —  9 r u  r i%

con:

(3- 9) ^ab =  ^ba =  4 ^ ^ c a ^ C b-

(essendo = ' —  c*>VM' i'coefficienti della rotazione nella trasform azione infi­
nitesim a di Lorentz).

Tenendo conto che, per la (1-14):

(3-IO ) £r H/TS +  ^TS/RH =  o

si può verificare che la (3-8) si accorda con la §9RS =  — £RS/tu 9tu conte­
nu ta  nella (3-7) (20).

coordinate nello spazio-tempo e le trasformazioni spinoriali nello spazio di spin, tenendo conto 
delle une e delle altre attraverso la trasformazione subita dallo spin-tensore RS, si 
preferisce limitarsi ad un calcolo spinoriale più particolare, collegando ad ogni trasformazione 
di Lorentz una trasformazione unimodulare di Spin tale che lo spin-tensore fondamentale 
£aRS resti invariato e mantenga costantemente i valori:

1 I O O I 0 i I O
So RS O I 5 Si RS I O j S2 RS — i 0 ; S3 RS — O — I

B. L. VAN DER W aerden, « Nachr. Akad. Wiss. Göttingen», 100 (1929). W. L. Bade and 
H erb ert J e h le ’, «Reviews of modern Physics», 25 (3), 714 (1953). E. M. CORSON, Intro­
duction to tensors, spinors and relativistic wave-equations, Blackie & Son Limited, London 
and Glasgow (1953).

(19) E. M. Corson, loco citato.
(20) Si ha difatti:

mTS R _ 1 TS kK I H „  I , T  k B H  I S , TH j;RS / x 
9  TQ T — -^“9   ̂ H /T  = - —- — (9 h   ̂ I t  + 9  I  I t h )

J U  s _  I RU K S/H „  1 /m U^HS/R .HUjjRS/  x9 / U =  — j ( ? H   ̂ / U + 9  % Ihu)
e quindi:

9 TS +  9 RU ^  =  -  9 t h  ( ; RH/TS +  e SIRli) -  A  o TH ÇRS/ t h  .
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Si ha quindi, dalla (3-6), tenuto conto della (3-10):

+  U  Ç "S,CB +  (TCB +  W .  > ] / ° A  ^ ~
X

~ ~ k j  teAB i frali “  L r )  ’ SR/BC +  (? B C  ~  +Bc)/SR ^  ì ]/a° d x  +
X

+  -  J  ( ^ CA)/ca dx  =  o-
X

Osservando che le due espressioni

+  « [«“ Cts

risultano identicam ente nulle per la saturazione di due indici di sim m etria 
con due di em isim m etria <21> e sfruttando le equazioni di campo (3-3) si ha 
poi:

( 3 - I  0  J  [ fjAB {  (? B S  +  +RS)/CB —  ('PCB +  W / R S I  £ RS] / CA &  +
X

+ - k  j  [e“ {('P sB -'l'sR W -(»B C ~ 'l'B c),S, ì 5“ )/aC<l* +
X

+  T  J  (~%CA)/ca dx  =  °-
X

Tenendo conto dell’identità <22h 

(3~ 12) OPrs/CB ^CB/Rs)  ̂ ~  T-^Rb/RS ^RS/Rb) +

+  T  ^Cs/rS ^Rs/c0)  ̂ B

(21) È infatti, nello spazio-tempo pseudoeuclideo:

[ “  * ] /c B CA == [* * ‘] / CACB =  [• * ’] / c A CB •

(22) Essendo:

(9rs/cb 9cb/rs) R̂S =  ~~ (9cs/ Rb 9Rb/ cs) r̂S ( ^ s/ rb 9rb/ Rs) ^cS

ed anche:

(^rs/cb 9cb/rs) R̂S =  ~~ (9rb/ cS 9cS/ rb) 5Rs (9rS/ cs 9cs/ rS) 5Rb

sommando membro a membro, segue la (3-12).
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e introducendo i due spinori A ab e Bab che rappresentano le parti di 0 AB 
costruite rispettivam ente, secondo la (3-1), con la parte herm itiana <p ' ed 
an ti-herm itiana <JiRS dello spinore potenziale, la (3-11) si può così trasfor­
mare:

(3-13) j j  [9“ {(Aœ  +  Bœ) 50s +  (Ac . - B CB) 5,,B}]/<=A4 t  +
T

+  i j  [«“  K A .s + B b s) 5Sc + ( A c » —  Bc «) 5. * ) ] / /  < ! * + - / ( ^ “ )JCA d *  =  0.

T T
Posto:

(3 -Ï4) E cahk  == — [0AB <J> K eh c  +  0AK (Ach  Bch ) +  0CB Obh  £ka +

®CH (A aK ®Ak)] Y  ^SHC SKA (23)

dove eka è lo spinore doppio emisimmetrico fondamentale: || eAK || =

la (3-13) si scrive:

(3-15) j  (Ecauk^ K)ICA dx = o .
T

Tenendo infine conto dell’espressione esplicita di £HK :

(3- i 6) 5HK =  aHK +  7,“  X HC +  v]HB X bk

AKe* 0  I
w

■—  I 0

(dedotta dalla (1-12), ricordando la (3-10) e ponendo: aHK= g HKaa ;
RS RS o et

x  = g q x  <24>) e dovendo la (3-15) essere verificata identicam ente rispetto 
ai param etri arb itrari ocHK ed 7)KC, si ottengono le leggi di conservazione 
in form a spinòriale:

E cahk/ CA =  o

( (E cah k  X h b +  E cah d  X Hk )/ca  =  0

( (E cahk X b K +  E CAbk  X h K) /CA =  o  .

L a (3-17) equivale a quattro  equazioni scalari reali (infatti il suo prim o 
m em bro è uno spinore herm itiano, per quanto osservato nella nota <23>) e

(3- 17)

(3-18)

(23) Si verifica facilmente che:

"CAHK: "CAHK : ^ACKH

ossia che lo spinore ECAHK è hermitiano nelle due coppie di indici CA e HK.

(24) Si ha: gaHK (0ac =  J_ çH K ^  x RS = y R K  H•X R - - XHS 7]KS (cfr. nota <20>).
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le (3-18) equivalgono a sei equazioni scalari reali (essendo Luna la complessa 
coniugata dell’altra, con a prim o m em bro uno spinore doppio simmetrico).

Si hanno ancora le dieci identità deboli di conservazione, dal consueto 
significato fisico.

Lo spinore ECahk rappresenta lo spinore energetico totale del campo. 
Esso è invariante rispetto alle trasform azioni (3-2) e risulta simmetrico nello 
scambio della prim a con la seconda coppia di indici:

(3—Ï9) Ecahk =  Ehkca •

Segue infatti dalle (3-18), tenendo conto della (3-17):

(3- 20)
E cdCk +  E ckCd =  o  

E ba h A +  E HabA =  o  .

Scomposto pertanto ECahk nelle parti sim metrica ed em isimmetrica 
rispetto alla coppia di indici non puntati A  e K:

(3 - 2 0  Ecahk == y  (ECahk +  ECkha) +  y  sAK ECDHD

la prim a delle (3-20) assicura che — (Ecahk +  ECkha) è simmetrico anche 
rispetto agli indici pun tati C e H, m entre la seconda delle (3-20) assicura 
che ECdhD è emisimmetrico rispetto a C e H. Si ha cioè:

JL £ T? D =  JLP -  TT BD
2 AK ^CDH 4 a K "CH ^BD

ed anche tale term ine gode quindi della sim m etria (3-19).

4. Caso particolare: campo elettromagnetico neutro nel vuoto

Se lo spinore doppio ®Ab è lo spinore atto a caratterizzare il campo elet­
trom agnetico nel vuoto e l’azione è quella di puro campo elettrom agnetico 
espressa in form a spinoriale <25h

(4-10

si ha

(4-2) eAB == 8 <da b .

A 2  (<Dab Oab +  <D.A B 0 AB) dx

(25) E. U deschini Brinis, «Questi Rendic. », 40 (5), 828 (1966).
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Lo spinore energetico (3-14) assume pertanto l’espressione:

( 4  3 )  ^ C A H K  2  [® A B  ®  K £H C  +  ^ A K  ( \ h  ^ C h )  +  ^ C B  ®  H  £ KA +

+  ^ c h  (A Ak —  B ak )] +  ( 0 EB ^ EB +  0 EB 0 EB) sHC £ka •HC £KA

Poiché:

si ottiene, a semplificazioni eseguite:

( 4 - 4 ) E cahk  =  4  (A Ak A Ch  —  B ak B Ch ) •

Il risultato  si accorda con quello ottenuto in forma tensoriale: si p re­
sentano due addendi costruiti con le sole parti dello spinore elettrom agnetico 
provenienti dallo spinore potenziale herm itiano e da quello anti-herm itiano. 
A nnullando l’una o l’altra  si ricade nell’espressione dello spinore energetico 
equivalente al tensore di M inkowsky <27>.

(26) Si ha difatti:

Posto, per Pemisimmetria rispetto agli indici A e K: ®AB® \  =  £Ak saturando

ambo i membri con sAK segue: £1 =  — 4>AB <DAB 

(27) E. M. CORSON, loco, citato.

40. — RENDICONTI 1971, Vol. L, fase. 5.


