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Analisi m atem atica. — Una identità integrale per le fu n zio n i 
biarmoniche. Nota di F abio Manaresi, presen ta tan  dal Corrisp. 
G. ClMMINO.

SUMMARY. — An integral identity for biharmonic functions in an open sphere is esta­
blished. Using this identity we prove the uniqueness of the biharmonic function which 
satisfies, in the sense of mean convergence, given conditions on the boundary. These results 
are extended to the case of a possibly unbounded open set.

I. -  Il problem a di D irichlet per l’equazione lineare generale, alle derivate 
parziali, del secondo ordine di tipo ellittico è stato studiato da G. Cam­
m ino [1] con una form ulazione della condizione al contorno, che conduce, 
in m aniera naturale, a dare valori da essere assunti su questo, espressi m ediante 
funzioni in spazi L 2, e a considerare la frontiera non semplicemente come 
insieme dei suoi punti, m a come insieme di cammini di avvicinamento dal­
l’interno ai punti stessi: viene cioè imposto alla soluzione di convergere in 
m edia, dall’interno dell’aperto dove è definita, verso i valori assegnati sulla 
frontiera, rispetto a un sistem a di varietà approssim anti la frontiera medesima.

In tale studio si presenta anzitutto  la questione di provare l’unicità della 
soluzione che assum a, nel senso della convergenza in media, anziché nel senso 
classico della convergenza uniform e, i valori assegnati al contorno.

Come il teorem a di unicità di tipo classico può essere dedotto rapidam ente 
dalla circostanza che il massimo del modulo di ogni soluzione, non identi­
cam ente nulla, dell’equazione omogenea, nella chiusura di un aperto lim itato 
viene assunto in punti frontiera, e quindi cresce con l’am pliarsi dell’aperto, 
così sim ilm ente è im m ediato provare l’unicità della soluzione, convergente 
in m edia a valori al contorno assegnati, quando si trova che ogni soluzione, 
non identicam ente nulla, dell’equazione omogenea ha, su una varietà appros­
sim ante dall’interno la frontiera, una norm a hilbertiana, che cresce con l’espan­
dersi di tale varietà verso la frontiera stessa.

U na proprietà di crescenza di questo tipo è stata  p rovata da G. Cim- 
m ino [1] per soluzioni di equazioni ellittiche e da B. Pini [2] per soluzioni 
di equazioni paraboliche del secondo ordine. Essa dipende dal verificarsi 
di una certa identità integrale per le soluzioni dell’equazione omogenea.

Nel presente lavoro si m ostra come la prim a fase di uno studio di questo 
genere si possa estendere, a costo di calcoli laboriosi, m a sem pre di carattere 
elem entare, al caso di problem i generalizzati di D irichlet per equazioni 
ellittiche di ordine superiore al secondo. Precisamente, viene stabilita (n. 2) 
una identità integrale per le funzioni biarm oniche in una sfera aperta, dalla (*)

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1971.
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quale discende (n. 3) l’unicità di una funzione cosiffatta, che verifichi, nel 
senso della convergenza in m edia, assegnate condizioni al contorno. Nel n. 4 
e nel n. 5 si estendono i risu ltati precedenti alle funzioni biarm oniche in un 
aperto anche non lim itato: i calcoli relativi all’identità integrale, di cui al n. 4, 
verranno pubblicati altrove.

Si ricorda infine che, per altra  via, un teorem a di unicità per il problem a 
biarm onico fondam entale, generalizzato in senso simile a quello qui consi­
derato, è stato ottenuto da B. Pini [3], m entre u n ’analoga generalizzazione, 
nel caso di una equazione parabolica del quarto ordine, è stata data  da 
L. C attabriga [4].

2. -  Sia Q la sfera aperta ^-dim ensionale (n >  2) di centro O e raggio r. 
Per ogni fissato valore del param etro  t  e ] o , r  [, la varietà

1x 1 =  t  cos

x 2 — t sen s± cos s2

......................... ........................
I x n_i — t  sen sx sen s2- * -sen j w_2 cos sn_\

\ x n =  t sen s± sen s2 • • - sen sn_2 sen sn_ 1
con s =  (s± , sn- 2 , sn_ 1) e S =  [o , 7i] x  • • • X [o , 7r] X  [o , 2 7r], rappresenta
la frontiera di una sfera aperta Q (f) di centro O e raggio t  e ] o , r  [, talché

£l(t) C le suddette varietà sono di livello della funzione j /  ^  7 x\ .

Se u (.x), con x  =  (x1 , x 2 , • • •, x„), è una funzione dotata di derivate 
parziali fino al quarto ordine continue in Q, valgono le identità

(2) u AAu  — (A^)2 =  (uA du
dxk

(3)

V* / <$u
~ 2

d2U
dXfr dXi

^  du du du
l *  X* X̂k dXi U dxk

Posto
d (x 1 ,X2 ,• ' *> xn) —  j-n- 1 senn~* senn~ó s2 •. • • sen ^ _ 2 ,
d { t  , S S n ~ l)

dx =  dx± dx2 • • • dxn , d ^  =  ds1 ds2 • • • dsn- i

e denotate le (1) con x  =  x  ( t , s), in base alla (2), alla form ula di G auss- 
Green e alla (3), si trae  successivamente

t ■ t

j t  d\! 1“ azw—(a^)2] dx= /  t  d\l (« a ^ —-ij- a«) d* =
° fì(T) ° f ì(x)
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= r d v  I ? '  (“ A ^ ^  ^  L , ì < t  ■ s>d*
0 S

S .* *  & ( £ ) ■  o * +dxk dxk *\dXi
Q(t) Q(t)

n n

+  / 2 JV * \  i

J  Ÿ^tXdxf,
ß(0

d2U n
V 3 u 3 u 3 u \ dt

1 dx% dx{ U 2 jì1 Xt d*k &V ~ U ^ k )

dx +  j
( 32 U 
j tu  3/2

3 u ) 
~ u ~df \x=x (t

J d j  =

J d j ,

da cui

(4) j ^ \ u ^ w \  d s  =  i * l \ ^ r \  d^ + / j | 4 | d j —./ ( ^  '*=*<*,,) ,/ ( ^  . / (■ d t  \ x = x ( t , s )
S • S S

t

~ * f % >  dx + 1 t c ì t  I  [« AA« —  (A^)2] dx .
Q(t) u Q(t)

Si assum a come norm a della u. su 3Q (t) la radice quadrata  di

(5) j t]ü 2 (x ( t , s)) dj*.

Se la u (x) è biarm onica in £ì, derivando due volte rispetto a t  l ’inte­
grale (5) e tenendo conto della (4), si ricava

(6) —  J  t ju 2 (x (it ,s ) )d s  =  n j  Ju2 (x { t , s)) d j +  2 j t  J jM-
du
W d^*,

x = x ( t , s )

(7) - ^ J t } u 2(x (t,s ))d s  =  n (n  — i ) J  X  u2 (x ( / , s)) ds +  4J ~^(.x (ß,s)) d<r +
S S S

t

+  (4 » +  2) / j  I »  —  d i  -  2 /  É ,  d* - j  T d * f  (A u f  d i  .
Q(t) Q (t )

Di quest’u ltim a identità ci si può servire per ottenere l’estensione dei 
procedim enti relativi ad equazioni del secondo ordine ricordati nel n. i.

3. -  D ata una funzione 9 (s) di quadrato sommabile in S, si dirà che 
la u {(x) converge in m edia su 30  verso la 9 (s), rispetto alla famiglia di 
varietà (1), con t e ] o , r [ ,  s e  S, e alla funzione peso J, se e solo se risulta

f  J  \ u  ( x  ( t ,  s ) )  —  9 (V)]2 di' =  o .
s
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Ciò premesso, si prova il seguente teorem a di unicità.
I. -  Date le funzion i 9 (s) , ^ (s) di quadrato sommabile in  S, non può 

esistere p iù  d i una funzione u (pc) biarmonica in Q e tale che essa e la du/dt 
convergano in media su 3 0 , nel senso prima chiarito, rispettivamente verso 
9 0 ) -e + (s).

Basta dim ostrare che una funzione u (oc), biarm onica in O, è identicam ente 
nulla se verifica le condizioni

(8) lim
t —> r t

S

Ju2 (oc ( t , s)) ds =  o , l i m f j
t —> r  J  

S

du (X ( t , s))
2

•ds — o .

Infatti, dalle (6) e (8) segue

(9) t ju 2 (x ( t , s)) d^ =  o ;

inoltre, se la u (x) è biarm onica e non identicam ente nulla, dalle (7) e (8) 
si trae  che esiste un t0 e ] o , r  [ tale che, V/ e ] t0 , r  [, il prim o m em bro 
della (7) risulti negativo. Ne consegue che in ] t0 , r  [ il prim o m em bro della 
(6) è decrescente e quindi, giusta la (9), è positivo, onde l’integrale (5), che 
non è mai negativo, risu lta crescente nel suddetto intervallo e questa circo­
stanza è m anifestam ente incom patibile con la prim a delle (8).

4. -  Sia O un aperto ^-dim ensionale (n > 2 ) .  Per ogni fissato valore 
del param etro  t e ] o , r  [, ponendo x  — (xx , x 2 , • • •, xn), la

(io ) X =  X ( t , s) ,

con s =  (s± , 2̂ , * e S == [o , Li] x  [o , L 2] X ; • • X [o , L^_i], rappresenti
una varietà chiusa sufficientemente regolare, la quale costituisca la frontiera 
di un aperto lim itato O (t) tale che Q (t) C Û, e che, , t2 e ] o , r  [, con 
t± <  t2 , risulti Q (tf) C ^(^2); inoltre si abbia

Q =  U Q 00 . •
t e ] 0 , r [

Posto Q' =  [o , r] x S , Q,'—  3 0 ', la (io), con t e ] o , r [ ,  s e S ,
rappresenti la fam iglia delle varietà di livello di una funzione t (oc) e stabilisca 
una corrispondenza biunivoca tra  O' e O —  H, dove H è un insieme di m isura 
nulla contenuto in Q.

Siano P ( t , s) una funzione continua in Q' e positiva in ß ',  f  (t) una

funzione continua in [o , r] e positiva in lo , r]y riesca J =  .'- Xn\ >  o

in ß '  e si pónga
t

0
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Ciò premesso, sia u (x) una funzione dotata di derivate parziali fino 
al quarto ordine continue in f ì  e si assum a come norm a della u(x) su 9Q (/) 
la radice quadrata  di

(11) \ f F u 2 ( x ( t , s ) ) d s .
's

In  opportune ipotesi di regolarità sulle funzioni t  (x) , Py , Py2 J , / ,  
designando con v la norm ale positiva (esterna) a 3Q (t) e con A il laplaciano 
rispetto alle x 1 , x% , • • •, x n, se la u (x) è biarm onica in fi, si ha

(12) ~  [ f V u * ( x ( t ,  s)) di- =  2 / / P  j | / ÿ J « V |  ds +
J  J  l V ' x  = x(t,s)

( 13) ̂  f f  ™  (X ( t , s)) às =  4J f  PJ jy ( ~ f  +

+  2 W j  [y -1(A ( /P y 2J 0 - ^ ( / P Y2J ) ) + J ( A ( F P Y ) - F A ( P Y) ) ] « ~  d^ +
x ~ x ( t , s )

+  H S f f A (PT2j ) + ^ A ( p Y2J a - 4  9Py2J
oX;  dX{

A t +

I  ̂ -  p  V  ■3F d ( 1+  3r_. ( 2 Py 9 ^  (V  a*,- pï 2J i AF U ù d̂ * +
x = x ( t , s )

+ J  [AA (Py2JF) —  FAA (Py2J)]■«* àx  +

Q(0

+  4
. y  _ /32Py2JF F  32Pr2J \ $u su
XmmÀ ki y -vi A)-*-. I A-v-r Ât*. '

Q(0
t

+  f2 1 1  <-) (i~ j 2 L
Q (t )

dxkdX{ dxk dxt 

+  2 ! — /  ( t) d v  / Py2 J (A^)2 d #  .

dXkdXi ) dXk dXi

32py2] — AA (Py2 J) u2 dx  +

Q ( T )

L a (12) e la (13), se la (io) si riduce alla (1) e si assume f  (f) =  ty 
Py2 J =  i, talché P =  J, divengono rispettivam ente la (6) e la (7).
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5. -  Si prova il seguente teorem a di unicità. 
I. — Se in  Q riesce

(H )

e se 3 M > 0 ,  t$ E ]o , r[ tali cheì \/t E ]t0 , r[, s E S, negli integrali a secondo 
membro d i (12), i coefficienti d i u (du/dv) e d i u2 siano, in modulo, non 
superiori a M P e, negli integrali a secondo membro di (13), i coefficienti, 
in modulo, di (dujdvf e d i u (du/dv) e i l  coefficiente d i u1 siano non superiori 
a M P, date le funzion i 9 (s) , <\>(s) d i quadrato sommabile in  S, non può esistere 
p iù  d i una funzione u(x), Harmonica in  Q e tale che essa e la dujdv convergano 
in media su 3 0  corrispondentemente verso 9 (s) e ^  (V), rispetto alla fam iglia  
di varietà (io), con t E ]o , r [ , .s* E S, e alla funzione peso P, nel senso chiarito 
nel n. 3.

Basta dim ostrare che una funzione u (x), biarm onica in Q, non può 
essere che identicam ente nulla se verifica le condizioni

/ AA (Py2 JF ) —  F  AA (Py2 J) <  o ,

2 *
/ 32Py2JF

' ^ ki V fai dXj 

32Py2J

— F 32 P y 2 J
dxk axì h  >  o

} VX* > h  e R,

cXh dxi k *

AA (Py2J) >  o ,

X/, X.- <  o

(iS) lim j P^2 (x ( t , s)) ds =  o ,
s

lim ! P
t-^rj

S

2
ds =  o .

Infatti, dalla (12), dalle ipotesi sui coefficienti di u (fujdf  e di u2 negli 
integrali a secondo m em bro di (12) e dalle (15) segue

(16 ) lim
t - >  r

Fu2 (x ( t , s)) d^ =  o  .

Se la u(x)  è biarm onica e non identicam ente nulla, si considerino gli 
integrali a secondo m em bro della (13): l’ultim o si m antiene inferiore a una 
quan tità  negativa fissa, \ft E ]o , r[ e abbastanza prossimo a r\ inoltre, per 
le (14), il quarto, il quinto e il sesto sono non positivi, m entre il prim o e il 
secondo, in v irtù  delle (15), tendono a zero per t ~̂ >r. Circa i l  terzo integrale, 
si noti che, ove la funzione in tegranda non assum a soltanto valori non positivi, 
prendendo come insieme di integrazione quello dei punti in cui la funzione 
m edesim a è positiva, si ottiene una quantità  che, per le ipotesi fatte, è infi­
nitesim a per t~+r,  onde, in ogni caso, il terzo integrale si può scomporre nella 
som m a di una quantità  non positiva e di u n ’altra che tende a zero per t ~>r.

P ertanto  3 t0 E ]o , r[ tale che, V t E ]/0 , r[, il primo m em bro della (13) 
risulti negativo. Ne consegue che in ]to , r[ il primo membro della (12) è decre­
scente e quindi, giusta la (16), è positivo, per cui l’integrale (11), che non è
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mai negativo, risulta crescente nel suddetto intervallo e questa circostanza 
è incom patibile con la prim a delle (1.5).

L a proposizione dim ostrata comprende 3, I, avendo presente quanto 
si è detto alla fine del n. 4.
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