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Algebra. — Esempi di anelli d i Cohen—Macaulay semifattoriali 
che non sono di Gorenstein (*K Nota di M a r i o  F i o r e n t i n i ,  presen
ta ta  (**} dal Socio B. S e g r e .

Summary. — We give some examples of Cohen-Macaulay semifactorial rings which 
are not Gorenstein.

I n t r o d u zio n e

Sia A  un anello com m utativo con identità. Si considerino le seguenti 
asserzioni:

(a) A  è intersezione completa;
(à) A  è di Gorenstein;
(c) A  è di C ohen-M acaulay;
(d) A  è fattoriale;
(e) A  è sem ifattoriale;
( / )  A  è normale.

Sono note, in ipotesi generali, le inclusioni strette:

(a) => (f) => (f) .

In  [2] e [3] vi sono esempi significativi m ostranti che f)=\=p(ò). Sono anche 
note le inclusioni:

(*) «= (<0 =* ( / )  •

Non deve inoltre stupire il fatto che non sono ancora conosciuti, nel 
caso generale, eventuali legami d ’inclusione tra  gli anelli fattoriali e quelli 
di C ohen-M acaulay o di Gorenstein. L a fattorialità è una nozione molto 
riposta, che sta alla base di questioni profonde di Algebra, Teoria dei 
num eri, Topologia e Geometria algebrica non ancora sviscerate. La fatto
rialità  non è una proprietà locale (cioè non è vero che A è fattoriale se e 
soltanto se A m è fattoriale per ogni ideale massim ale m di A). A  differenza 
di quanto avviene per gli anelli di C ohen-M acaulay o di Gorenstein, 
non è vero in generale, ossia senza imporre condizioni particolari, che 
A è fattoriale <==> A [[X i , • • • ,  X w]] è fattoriale, oppure se Â  è il completato 
di A  rispetto ad una topologia I-ad ica, che A è fattoriale <t==> Â è fattoriale.

E  noto che la fa tto rialità  ha la seguente interpretazione geometrica: 
Fanello delle coordinate di una varietà irriducibile V  è fattoriale se e soltanto

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R.
(**) Nella seduta dell’8 maggio 1971.
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se tu tte  le sotto varietà irriducibili di V di codimensione 1 sono intersezioni 
complete (di V  con una qualche ipersuperficie). R isultati classici d iM . Noether, 
Klein, Fano, Severi, Lefschetz, A ndreotti, N agata, Grothendieck ed altri, 
su questo problem a, presentano zone oscure che attendono di essere rischia
rate.

P. Sam uel ha affermato in [9] di non conoscere un esempio di anello 
fattoriale che non sia di Gorenstein o di C ohen-M acaulay. Al quesito posto 
da Sam uel ha dato una parziale risposta P. M urty  in [7] dim ostrando che, 
nelle ipotesi particolari che Q sia un anello locale fattoriale quoziente di un 
anello locale regolare (per esempio se Q è un anello completo o geometrico), 
risultano tra  loro equivalenti le due condizioni:

(i) Q è un anello di Cohen-M acaulay;
(ii) Q è un anello di Gorenstein.

In questa N ota dim ostriam o che gli anelli delle coordinate di una 
particolare fam iglia di varietà di Veronese, e precisam ente le curve razionali 
norm ali di PM (K), dove K è un campo algebricam ente chiuso, sono di C ohen- 
M acaulay e sem ifattoriali m a non di Gorenstein. Il risultato segue dal Teo
rem a 2 da noi dim ostrato in [3], com binato col Teorem a 1 di questa Nota, 
che stabilisce che ogni immersione in PW(K) di una varietà proiettiva V il 
cui anello delle coordinate omogenee è fattoriale è una varietà W  sem ifatto
riale. i.

i. -  D e f in iz io n i  e  r ic h ia m i

T utti gli anelli considerati sono supposti com m utativi e m uniti di ele
m ento unità. T u tti gli omomorfismi di anelli sono supposti trasform are l’ele
m ento un ità  nell’elemento unità. Ogni sottoanello di un anello A  è supposto 
contenere l’elemento un ità  di A.

Siapo A  un anello e B l’anello totale delle frazioni di A; un sotto—A— 
modulo a di B si dice ideale frazionario di A  se esiste un elemento d  6 A, 
non divisore dello zero, tale che ^/ctCA. Gli ideali di A  sono evidentemente 
ideali frazionari; per m aggior chiarezza saranno talvolta chiam ati ideali interi 
di A.

L ’insieme degli ideali frazionari di A con la moltiplicazione è un mo- 
noide corpmutativo, il cui elemento neutro è l’ideale intero A. Gli elementi 
invertibili di tale monoide si chiam ano ideali frazionari invertibili e formano 
un gruppo abeliano che indichiam o con J(A); inoltre l’insieme L (A) costi
tuito  dagli ideali frazionari liberi di A  è un sottogruppo di J(A). Il gruppo 
quoziente C (A) =  J(A )/L  (A) dicesi gruppo delle classi di ideali frazionari 
invertibili di A. Ogni elemento di C(A) è im magine di un ideale intero di A; 
in particolare si ha: C (A) — o se e soltanto se ogni ideale invertibile di A  
è libero (vedi [4]). Sia Pie (A) l’insieme delle classi di A -m oduli proiettivi 
di rango 1 (ottenuto identificando gli A—moduli proiettivi di rango 1 tra
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loro isomorfi, cfr. [1], cap. II , § 5, n. 4), e indichiam o con cl (E) l’immagine 
in Pie (A) dell’A -m odulo proiettivo di rango 1 E. La somma cl (E) +  c l(F) =  
=  <V(E®F) è ben definita e munisce Pie (A) di una stru ttu ra  di gruppo 
abeliano. Pie (A) si dice pertanto  gruppo delle classi di A —moduli proiettivi 
di rango 1. Ricordiam o che un A -m odulo M di tipo finito è proiettivo di 
rango n se e soltanto se per ogni ideale m assimale m di A, l’A m-rnodulo 
M ® A m è libero di rango n. E anche noto (cfr. [1], cap. II, § 5, n. 7), che 
se A  è un anello noetheriano o è un anello integro i gruppi C(A) e Pie (A) 
sono isomorfi.

DEFINIZIONE i. Sia  A  un dominio integro. A  è detto fattoriale se, per 
ogni elemento a £ A, a =(= o, a non invertibile, Velemento a è prodotto di 
elementi prim i.

DEFINIZIONE 2. I l  dominio integro A  è detto semifattoriale se, per ogni 
elemento a e A , a =j= o, a non invertibile, esiste un intero n tale che al è 
prodotto di elementi primari.

PROPOSIZIONE 1. Sia A  un anello integro noetheriano. Allora sono 
equivalenti le seguenti condizioni'.

(i) A  è fattoriale;
(ii) ogni ideode primo di altezza 1 in A  è principale',

(iii) Vintersezione di ogni coppia di ideali principali di A  è un ideale
principale',

(iv) ogni elemento irriducibile di A  genera un ideale primo.

Dimostrazione. Vedi [9].

PROPOSIZIONE 2. Sia A  un anello integro noetheriano integralmente chiuso 
(o, p iù  in generale, un anello di Krull). Allora sono equivalenti le seguenti 
condizioni'.

(j) A  è semifattoriale',
(j j) z7 gruppo delle classi di divisori C (A) è di torsione;

(jjj) se è una coppia di elementi di A, allora, per un intero n,
f nA c \ g nA  è un ideale principale',

Dimostrazione. Vedi [12].

2. -  U n teo r em a  su g li a n e l l i d i  co o r d in a te

DI VARIETÀ FATTORIALI

Ricordiam o alcuni risultati sugli anelli di coordinate di varietà alge
briche.

D e f in iz io n e  3. Una sottovarietà V dello spazio proiettivo P W~1(K), dicesi 
di Cohen—Macaulay (di Gorenstein), se il suo anello delle coordinate omogenee 
è d i Cohen-Macaulay (di Gorenstein).
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DEFINIZIONE 4. Una sottovarietà V  dello spazio affine K n ([dello spazio 
proiettivo P**-1 (K)), dicesi localmente di Cohen-Macaulay (localmente di 
Gorenstein), nel punto x  e V, se Panello locale 0 Vj* (dove Ov indica il  fascio 
strutturale dt V), è un anello di Cohen—Macaulay (di Gorensteiri).

D efinizione  5. La sottovarietà V dicesi localmente di Cohen-Macaulay 
(di Gorenstein), se- essa è localmente d i Cohen-Macaulay (di Gorenstein), in 
ogni punto x  d i V.

Osservazione. La nozione introdotta dalla definizione 3 viene a dipendere 
dalla im mersione della varietà. In fatti le curve razionali normali, che sono 
isomorfe alla re tta  proiettiva che è di Gorenstein, non sono varietà di 
Gorenstein in PW“ 1(K), come sarà dim ostrato nel n. 3. Invece, le definizioni 
4 e 5 non dipendono dalla im mersione della varietà.

PROPOSIZIONE 3. Una varietà proiettiva non singolare V  è una varietà di 
Cohen-Macaulay (di Gorenstein), se e soltanto se il completamento delPanello 
locale del vertice del cono affine di V, che denotiamo con C (V), è d i Cohen- 
Macaulay (di Gorenstein).

Dimostrazione. Sia 0  =  0 C(v),*. L ’anello O è di C ohen-M acaulay se e 
soltanto se O, cioè il com pletam ento di O, è di C ohen-M acaulay (vedi [8], 
Ch. I l i ,  25.8). Sia k  il campo residuo di O. Poiché O è un modulo piatto, 
si ha

E x t- (k , 0 ) =  Ext^ (k , O) ® 0  Q .

D ’altro canto O è un anello di Gorenstein se e soltanto se

E x . ' (i , o ) = j  per ■ ;+ »
( k  , per i — n , con n — d i mO.

Inoltre, (se O è un anello di Gorenstein, E x t- ( k , O) =  O, per i  =j= n, 
m entre E x t- (k , O) =  k  ®Q Ö =  k ; e ciò m ostra che O è di Gorenstein. 
Reciprocam ente, se O è di Gorenstein, E x t- (k , O) =  o, per i -=(= n, di con
seguenza Extç(/è , O) ®0 O =  O; da qui discende Ex.C0 ( k , O) =  O, perché O 
è fedelmente p iatto  su O. Inoltre E x t- (k , O) =  k , pone in evidenza che 
Extç(/è , O) =  k, giacché Extg(>è , O) ®Q O — k.

T eorema 1. Sia  V una varietà algebrica irriducibile associata alPideale primo 
p, il  cui anello delle coordinate omogenee S K [x0 , • • •, xm] =  K [X 0 , • • •, X m]/p,
con K  campo algebricamente chiuso, è fattoriale. Sia  W  una immersione di V  
m  uno spazio proiettivo Vn (K) di anello delle coordinate K [y0 , • • •, yn]. La 
varietà W  è semifattoriale.

Dimostrazione. Sappiam o che Pic (V) =  Pic (W) =  G, dove, se H è 
la classe della sezione iperpiana H di V, abbiam o G =3 {^H  | n e Z } .  Sia T  
la classe della sezione iperpiana T  di W. Abbiam o T  =  mH,  quindi
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{ n f  \ n e Z }  =. mG.  Segue allora P ic(W )/{^T  | n e Z} =  GjmG  =  Z/mZ,  e 
quest’ultim o è un gruppo di torsione; pertanto, applicando la proprietà (jj) 
della Proposizione 2, si ha che W  è una varietà semifattoriale.

COROLLARIO. La varietà di Veronese, immagine proiettiva del sistema 
lineare delle ipersuperfici di ordine m di P”(K), è semifattoriale.

CONGETTURA. La varietà di Veronese non è una varietà d i Gorenstein 
dello spazio proiettivo. Questo risultato, nel seguente n. 3, verrà stabilito in 
un caso particolare.

3. -  L e  cu rv e  r a z io n a l i n orm ali

Ci proponiam o di dim ostrare il seguente

TEOREMA 2. Le curve razionali normali dello spazio proiettivo sopra un 
campo algebricamente chiuso K, hanno anelli delle coordinate di Cohen—Macau
lay ma non di Gorenstein.

Dimostrazione. Sia V C P W+1(K) una curva razionale normale. Sappiam o 
che V è birazionalm ente equivalente a P1 (K). Inoltre V, essendo aritm e
ticam ente norm ale, è anche localmente norm ale e quindi è non singolare. 
Ne segue che la corrispondenza tra  P1 (K) e V è un isomorfismo 
9 : P^K) ~  VC PÄ+1(K). Osserviamo che, se Ov (i) è il fascio indotto su V 
dal fascio Op„+i(K)(i), allora L  =  <p*Ov (i) è fortem ente am pio ed inoltre 
Tisomorfismo 9 è definito dal sistema lineare 9“ 1 (T (V, Oy (i))) C ( P \ K ) , L). 
M a T (V, Ov (i)) è completo, perché V è proiettivam ente normale; pertanto 
si ha

« r 1 ( r ( v , o v (i))) =  r ( P 1( K ) , L ) .

Segue che L  =  Opl(K)(z), per i  >  o, e r ( V , O v) può essere identificato con 
T (P 1 (K) , Opi(K)) (i), dove i è l’ordine di V. Quindi abbiam o la rappresen
tazione param etrica xQ =  , x 1 =  zf~x z1 , • • •, %n+1 — ? dove z 0 e z 1 sono

coordinate omogenee in P X(K). Si ricava allora che n  +  1 =  i ed inoltre 
che l ’ideale di V nell’anello K [x 0 , • • •, x n+1] è generato dai m inori del

sétìondo ordine estratti dalla m atrice
x 0 • • • X n

X i  • ■ ' X n + 1
M a l’anello delle coordi

nate omogenee di V è isomorfo all’anello A /pn- i  del Teorem a 2 della [3], 
ed il teorem a è dim ostrato.

CONGETTURA. /  moduli differenziali degli anelli locali nelVorigine dei 
coni affini corrispondenti alle varietà V sono riflessivi.
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