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Geometria. — • I l  teorema D 9 (,). Nota di M a r io  G ir a r d i, pre
s e n ta ta ^  dal Socio B. S e g r e .

Summary. — In this paper the graphic planes where theorem Dg holds are considered. 
D9 is a special case of Desargues’ theorem, occurring when two vertices of one of the homo- 
logical triangles belong to a side of the other triangle. The main achievement is a unified 
proof of theorems by Moufang and Gleason; moreover, several characterizations of Dg are 
given and some algebraic properties of ternary rings are deduced.

I. Introduzione

In  questa N ota vengono esposte alcune proprietà di quei piani grafici 
in cui si suppone verificato il teorem a di Desargues lim itatam ente alle coppie 
di triangoli omologici tali che due vertici di uno dei triangoli appartengano 
ciascuno ad un lato dell’altro.

Si indicherà con D9 il suddetto caso particolare del teorem a di D esar
gues (cfr. Skorniakov [9]), e, seguendo la term inologia in trodotta da L. Lom 
bardo Radice (cfr. [5]), si d irà che nei piani in questione è «universale» 
D9 ; si d irà invece che D9 è verificato rispetto ad una fissata re tta  /  qualora, 
oltre alle precedenti condizioni, si im ponga che uno dei due trangoli omolo
gici abbia un lato appartenente alla re tta  /.

E noto che i piani in cui è « universale » D9 sono localmente Desargue- 
siani (cioè ogni 4 -pun to  genera un  sub-piano desarguesiano, in quanto, in 
particolare, in essi è valido il teorem a Dg ; cfr. L. Lom bardo Radice [5], 
M. G irardi [3], D. C. De M aria [1 ]).

Nel presente lavoro vengono date anzitutto talune caratterizzazioni — 
nel caso di un piano affine -  del teorem a D 9, stabilendone tra  l’altro (teor. I) 
l’equivalenza con il teorem a del quadrangolo piano completo: il che estende 
al caso affine risultati già noti (cfr. M oufang [6], Pickert [7] p. 190) nel 
caso proiettivo. Ciò, oltre a m ettere in luce la natu ra  essenzialmente affine 
della suddetta equivalenza, consente di stabilire alcune proprietà degli anelli 
ternari associati ai piani in questione (per la nozione di anello ternario, cfr. 
M. H all [4], B. Segre [8]).

In  base a tali proprietà si ottiene una nuova dim ostrazione del risultato 
che un piano finito in cui sia «universale» D9 risulta desarguesiano, senza 
dover tra tta re  separatam ente il caso della caratteristica 2 (cfr. Pickert [7], 
Gleason [2]). (*) (**)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito delle attività promosse dal Comitato Nazionale per 
la Matematica del C.N.R.

(**) Nella seduta del 20 febbraio 1971.
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2. IL TEOREMA Dg ED IL TEOREMA DEL QUADRANGOLO PIANO COMPLETO

Supponiam o che D9 valga in un dato piano grafico tz rispetto ad una 
fissata re tta  /  € tz : si dirà, in ta l caso, che il piano affine tz1 (cioè il p iano affine 
ottenuto da tz privandolo della re tta  /) verifica il caso affine di D9.

D ’altra parte, si dirà che il piano affine tz1 verifica il caso affine del 
teorem a del quadrangolo piano completo, qualora il suddetto teorem a sia 
verificato lim itatam ente alle coppie di quadrangoli che abbiano i lati opposti 
paralleli (incidenti in /).

In  questo paragrafo  si dim ostra il seguente:
TEOREMA I . — In  un piano affine tz1, nel quale sia valido il caso affine 

di D9, e sempre verificato il  caso affine del teorema del quadrangolo piano com
pleto', e viceversa.

L a dim ostrazione si ottiene m ediante i seguenti tre lemmi, ognuno dei 
quali costituisce una caratterizzazione del caso affine di D9.

LEMMA I. — Un piano affine tz1 verifica il  caso affine del teorema D9 se, 
e soltanto se, dato comunque un riferimento co , v , 7] , E, in tz1 ed un punto 
P =  (x , oc) appartenente alla retta cov, risulta che la retta [(x , o) U (o , x)] è 
parallela alla retta [(1 , o) U (o , 1)].

Dimostrazione. -  L a condizione è sufficiente; siano ABC e A ' B ' C ' due 
triangoli omologici che si trovino nelle ipotesi di D9 (si può cioè supporre 
che il punto B ' appartenga alla re tta  AC ed il punto Cf alla re tta  AB) e 
tali che uno dei due (ad esempio A ' B ' C ') abbia un lato (ad esempio B ' C') 
appartenente alla re tta  l. Si assum a il riferim ento co — A, v ^ B B 'u C C ',  
7] =  C', E, =  B'; il punto  A ' risulterà allora un punto (x , x) della re tta  cov. 
E im m ediato constatare che il teorem a di Desargues per i triangoli in que
stione è proprio espresso dal parallelismo delle rette [(x , o) U (o , x)] e 
[(1 , o ) u ( o ,  1)].

L a condizione è necessaria; infatti, dato com unque un riferim ento 
co , v , 7] , E, in tz1 ed un punto P — (x , x) sulla re tta cov, si considerino i 
due triangoli A  =  co, B =  (o , 1), C =  (1 , o) e A r=  P — (x , x ) , B '=  
C '=  £; è allora chiaro che il teorem a di Desargues per i triangoli in questione 
esprime il parallelism o della re tta  [(x, o) U (o , x)] con la [(1 , o) U (o , 1)].

Lemma IL  -  Se un piano affine tz1 verifica il  caso affine d i D9, allora, 
dato comunque Un riferimento ed un punto P(x , y) in iz1,. la retta [(x , y) U (y , x)] 
è sempre parallela alla retta [(1 , o) u  (o , 1)].

Dimostrazione. L a dim ostrazione di questo lemma si ottiene considerando 
il riferim ento co '=  ( x , x), v' =  ( y , y ) ,  rj'— rj, \, ed applicando il lem m a I 
al punto che appartiene alla retta.

Lemma IIJ. -  Sia tz1 un piano affine che verifica il caso affine del teorema 
D9 ed co , v , 7] , S, un qualunque riferimento in tz1. Allora, dato comunque un 
quadrangolo con i lati paralleli agli assi ed una diagonale parallela alla retta cov 
l ’altra diagonale risulta parallela alla retta [(1 , o) U (o , 1)].

31. — RENDICONTI 1971, Vol. L, fase. 4.
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L a dim ostrazione procede attraverso tre punti principali. Innanzitu tto , 
dato un quadrangolo Pi =  (x ,y),  P2 =  (z , y), P3 , P4 , con i lati paralleli 
agli assi e tale che la re tta  P2 P4 sia parallela alla cov, si considera il riferi
m ento (ù'= P2, v' =  P1P4 D [(y ,ÿ)  U v)], =  ri , £' =  £.

A pplicando il lem m a I al punto P4, si ottiene che la re tta  P1P3 è parallela 
alla re tta  \(y , y)  U T], ove si è posto F =  P2y) pi v' s-

Si considera poi il riferim ento (ùn=  (2, z ) , v'r=  ( y , y ) , y)"=y), 
poiché i punti P2 , v', F, (y  , z) appartengono al sub-p iano  generato da co", v", 

ricordando che tale sub-p iano  è desarguesiano tt), si ha che la re tta  
\ (y  , y)  u r ]  è parallela alla re tta  [(y , z) U (2 , y)].

Si ottiene infine facilmente la conclusione dal lem m a II.
S tabilito il lem m a II I,  la parte  d iretta del teorem a I è di im m ediata 

dim ostrazione, non appena si fissi il riferim ento a partire da uno dei due 
quadrangoli di cui all’enunciato del teorem a del quadrangolo piano com
pleto.

Il viceversa si ottiene poi dal lemma I, considerando i due quadrangoli 
(ù , v , ( 1 , 0 )  , (o , 1) e (ù , (a ,d)  , (o ,a) , (a ,0).

Concludiamo questo paragrafo osservando che il teorem a I im plica 
req u i valenza proiettiva (cfr. P ickert [7], p. 190) del teorem a D9 e del teorem a 
del quadrangolo piano completo.

3. L’anello ternario nei piani nei quali è verificato Dq

Nel presente paragrafo si studia la s tru ttu ra  degli anelli ternari associati 
ad un piano grafico, nel quale sia verificato D9 rispetto ad una  fissata re tta  /  
(si utilizza la nozione di anello ternario, così com’è in trodotta in B. Segre [8]). 
Si ottiene al riguardo il seguente

TEOREMA IL  — In  un piano grafico nel quale sia verificato D9 rispetto 
ad unq, retta /, scelto comunque un riferimento che abbia due punti sulla retta l  
(cioè un riferimento in izl\  le coordinate formano rispetto alla addizione 
a +  b =  T  (1 , a , b) un gruppo abeliano9 nel quale ogni elemento ha periodo 
p  (p—primo), oppure tutti g li elementi hanno periodo infinito.

COROLLARIO. — L'ordine del piano , nel caso fin ito , è una potenza d i un 
numero primo p  (segue im m ediatam ente dal fatto che tale è l ’ordine del 
gruppo abeliano elem entare in cui ogni elemento è di ordine p).

Dimostrazione. -  Poiché è noto che nell’anello ternario  K t associato 
ad un qualunque riferim ento ogni elemento am m ette u n ’unico opposto a destra 
(ed a sinistra), ed esiste u n ’unico elemento neutro additivo (cfr. B. Segre [8]),

(i) Si noti che a partire dal lemma I e dal lemma II si stabilisce facilmente che il 
« reticolato intero » (cfr. [1], p. 125) costruito a partire da un riferimento affine di tĉ  è 
sempre normale. Tale proprietà è sufficiente, anche nel caso affine, per ottenere che il 
sub-piano generato dal riferimento considerato è desarguesiano (cfr. [1], p. 127).
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per dim ostrare il teorem a II è sufficiente dim ostrare i tre punti seguenti:

a) l’addizione è sem pre com m utativa, b) essa è sem pre associativa, 
c) ogni elemento ha lo stesso periodo in un fissato riferim ento. O ra infatti:

a) Posto E  =  7)2, n  [(1 , o) U (o , 1)], dati com unque due elementi a, 
b e K t si hanno i seguenti allineam enti

(a , b) , (b , a) , E, per il lem m a II del paragrafo 2;
(<9 , a +  b) , (a , b) , E, per il lem m a II I  del paragrafo 2;
(o , b +  a) , (b , a) , E, per il lem m a II I  del paragrafo 2;

è quindi im m ediato che: a +  b — b +  a.

b) S fruttando la com m utatività già stabilita ed il teorem a I, dati 
com unque a , b , k  elementi di K t, si hanno i seguenti allineamenti:

(a, b-]- k) , ( k , a-J- b) , E (dal quadrangolo: ( k , b +  k) , (a , a +  b) , E, , 73);
(ajb-^rk) ,{o, # +  (£+Æ )),E (dal quadrangolo: (<2, # + (£ + £ )) , (0, b -^k )^  ,7]);
(Æ, ; (<9, (<2+^)+>è), E (dal quadrangolo: (Æ, Æ+ (# + £ )) , (<9, ,7]).

Se ne deduce allora facilmente la proprietà associativa:

a +  (b +  k) =  (a +  b) +  k  .

c) Cominceremo col provare che, posto n — 1 +  1 +  • • • +  1, per
ogni a G K t si ha T(n  , a , o) =  no a =  <2 +  # +  * * * +  a • «-volte

?2-volte
Si proceda per induzione. O ra è ^ 1  =  ioa — a in ogni anello ternario, 

e T  ( 2 , ^ , 0 )  — 2oa =  a a (come si vede subito assum endo il riferim ento 
co, v '=  (1, 2), 7)f=  73, 73̂  n  6>v, ed applicando il lem m a I al punto

{a y2oaj). Si costruisca allora il punto (a,n°a):  la parallela alla re tta  cov 
passante per (a > n°a) avrà l’equazione y  — T  (1 , x  , k) =  x  +  k ì dove k  
dovrà verificare la no a — a +  da cui, poiché siamo in un gruppo abeliano, 
si ha, k  ==.noa<— a . Se allora si considera il riferim ento cù'=  co, v '=  ( i , n), 
73'= 7], ^ = 7 j^  n cov, il lem m a I ci assicura che la re tta [(o, no a —  a) \J (a , a)] 
è parallela alla [(1 , 1) U (o , n — 1)]. Esam inando allora i due quadran- 
goli (o , 1) , (1 , 1) , (1 , n —  1) , (o , n  —  1) e (o , d) , (a , a) , (a , noa —  a), 
(pyUoa —  a), il lem m a II I  ci assicura il parallelismo della re tta  [(o , 1) U 
U (1 , n — 1)] con la [(o , a) U (a , noa —  a)]. A  questo punto è facile calco
lare il coefficiente angolare della re tta  [(o , 1) U ( n — 1)] basta a tal uopo 
porsi nel sub-p iano  desarguesiano generato da cov7]^, per trovare che la re tta  
per l’origine parallela alla suddetta interseca la re tta  x  =  1 nel punto 
( 1 , ^  —  2). Si ottiene dunque che la re tta  [(o , a) U (a , noa —  a)] ha coeffi
ciente angolare pari ad n — 2. S fruttando ora l’ipotesi induttiva, si vede che 
la re tta  per l’origine di coefficiente angolare n —  2 interseca la re tta  x  =  a 
nel punto di coordinata y  =  (n —  2)0a =  a +  a +  • • • +  a . , Poniamoci quindi

n—2 volte
nel sub-p iano  generato da co , (a , a) , 73 , Poiché tale sub—piano è desar
guesiano, la re tta  per (o , a) di coefficiente angolare n —  2 intersecherà la
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re tta  x  — a proprio nel punto (a , (a +  a +  ■ • • +  a)); ne segue che:
n —1 volte

no a —- a =  (a +  a +  • • • +  a) ,
n — 1 volte

donde l’asserto.
Si ottiene infine la dim ostrazione del punto c), tenendo presente che, 

se l’unità di K t ha periodo finito fi (fi-primo), si ha a +  a +  • • • +  a = p  o
^ -v o lte

oa =  Ooa — o\ se invece l’unità ha periodo infinito, allora n è sempre 
diversa da zero e quindi a +  a +  • • • +  # =  n°a  sarà sempre diverso da

« -v o lte

zero (si ricordi che K t è privo di divisori dello zero).
Resta così com piutam ente stabilito il teorem a IL

4. Conclusioni

R icordando un noto teorem a di Gleason (cfr. B. Segre [8]), che può essere 
enunciato nel modo seguente « Se in un piano grafico l’addizione è associativa 
per ogni scelta del riferim ento e l’ordine del piano è potenza di un num erò 
prim o fi , allora il piano è desarguesiano », i risultati dianzi ottenuti perm ettono 
di stabilire im m ediatam ente il seguente teorem a (cfr. P ickert [7], p. 193):

Teorema III .  — Ogni piano finito in cui è « universale » D9 risulta desar
guesiano.

D ’altra  parte  è noto, in particolare, che un piano a caratteristica 2 
verifica il teorem a del quadrangolo piano completo. Ne discende il

Teorema I V. -  Ogni piano finito a caratteristica 2 è desarguesiano (cfr. 
Gleason [2]).

Tenendo infine presente che il teorem a D9 è generato da un 5-punto 
(cfr. L. Lom bardo Radice [5], Skorniakov [9]), si ha anche la seguente 
caratterizzazione dei piani fini desarguesiani.

TEOREMA V. -  Condizione necessaria e sufficiente affinché un piano finito  
sta desarguesiano, è che ogni sub-piano generato risulti desarguesiano.
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