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Analisi matematica. — Sw//a dimensione del nucleo per una classe
di operatori differenziali su variets compatte . Nota di Luict CEro-
FOLINI, presentata ™ dal Corrisp. G. CimmiIno.

SUMMARY — Letn:X—>X bea morphism of compact differentiable manifolds and
(d, N) [resp. d Ja dlfferentlal operator on (X , 9X) [resp. X) Under suitable assumptions the
formula: dim Ker 4 — dim Ker (d, N) = £ is given, where £ is an integer depending only on
the order of 4 and N and on the number of components of 9X.

INTRODUZIONE

Mediante un morfismo di varietd differenziabili compatte 7 : X — X,
con X varietd con bordo e X varietd senza bordo, si associa ad ogni operatore
differenziale (4, N) su (X, 2X) compatibile con m un operatore differen-
ziale 4 su X e sotto opportune ipotesi si stabilisce la relazione:

dim Ker d — dim Ker (4, N) = £

dove £ ¢ un intero > o che dipende solo dal numero delle componenti di
29X e dall’ordine degli operatori & e N.
Le notazioni usate sono standard. Cfr. ad esempio: [1] e [2].
Tutte le varieta considerate saranno, salvo avviso esplicito del contrario,
reali, C*®, connesse, compatte, eventualmente con bordo e orientabili.
2
Sia X una varieta di dimensione # >1 con bordo X = Y= U Y,,
i=1
con Y; diffeomorfa (~) a S*7', 1< ;< p, dove come al solito S"~' = 3B”
essendo B” = {{ eR" | [[§|| < 1}.
Denotiamo con X lo spazio topologico che si ottiene da X identificando
Y; con un punto x; € Y;, 1<75<p.
Sia w:X — X la proiezione canonica.

PROPOSIZIONE 1. X /a una struttura naturale di variets differenziabile
compatta ¢ senza bordo. Inoltre w:X —-X ¢ C*®.

Dimostrazione. E chiaro intanto che X & uno spazio compatto per
la topologia quoziente, e se X=X\Y e n(Yy) =%, 1<j<p,
-rc/X X%X\{xl, -+, %} ¢ un omeomorfismo. Sia €y un atlante di carte per
la sottovarietd X di X Per trasporto di struttura tramite la n/X otteniamo

un atlante di carte 8y per X\ {%, -+, %} Possiamo poi sempre trovare
#

Y.~ YX[o,¢) intorno tipo collare di Y in modo tale che = (Y,) = U Y.
i=1

A

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Contratti di Ricerca del C.N.R.
(**) Nella seduta del 17 aprile 1971.
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l’unioone essendo disgiunta. Per lipotesi Y; ~S"™', 1<j < p ogni Y.,
¢ ~ B” per tutti gli 1<{7 < p. A questo punto si pud concludere facilmente
che 4 = ao U{\?E,]-' --Y. ;} & un atlante di carte per X.

Dalla costruzione di & si ha anche che n:X—>X & C®.

Infatti in un intorno Y ; di Y;, 1</ <p, 7:X—X si pud identifi-
care a ¥y :CB” - R” definita da |-~ <I—— ﬁ)i

Resta cosl provato l’asserto.

COROLLARIO 1. La restrizione Tt/S( : X > X\ {#1,-- -, %,} ¢ un dif-
Seomorfimo.

Poniamo ora:
Cr=C(X)={ueC®(X)|32€C°X): 2% = dion}.
PROPOSIZIONE 2. @ ¢ canonicamente isomorfo a C*(X).

Dimostrazione. Se u; e uy € C®(X) sono tali che #jom = 2y0m, per il
Cor. 1 si ha che #;(a) = iy(a), YVa€ X\ {#,- -, %} e quindi per densita
#ly = ily. Resta cosi determinata una applicazione lineare ~ :C; —C*(X)
che denotiamo # |- 4. Poiché 'applicazione lineare di C®(X) — €, definita
da #|>dow & inversa a destra di ~, quest’ultima & suriettiva. Se ora
u,v€C; sono tali che 4 = o, per il Cor. 1 si ha che u(x) =v(x) Vxe€ X
e quindi # = v. L’applicazione lineare ~ ¢ quindi anche iniettiva e con cid
resta provato l’asserto. ‘

- PROPOSIZIONE 3. Cy ¢ wun sottospazio chiuso di C*(X).

Dimostrazione. Per il teorema del grafico chiuso e la prop. 2 basterd
mostrare che se %, -0 in C®(X) allora %,on -0 in C®(X). Per questo
in base al Cor. 1 sard sufficiente verificare che #,onw —o0 in C®(K),
K compatto regolare contenuto in un intorno tipo collare abbastanza piccolo
di Y. Poiche #, = (#,0w)™~>0 per ipotesi tende a zero assieme a tutte le

- derivate uniformente in = (K), per il Cor. 1 si pud concludere che 7,0 w
tende a zero assieme a tutte le derivate uniformemente su K\Y e quindi
per densita su K. k

Sia Qg la classe degli operatori differenziali & su X tali che du € @, se
2% € C;. In base alle Propp. 3 e 4 & quindi naturale associare a & € @, un
operatore d :C® (X) - C>(X) mediante la relazione:

li=du , #eC®X).

PROPOSIZIONE 4. Se d € Q, loperatore d: C*(X) - C>(X) ¢ un operatore
differenziale.

Dimostrazione. Se u€C®(X) & tale che #/o =0, con w aperto di X,
allora (G om) (¥) =0 Vx € t1(w) e quindi, poich¢ 4 & un operatore diffe-
renziale, si ha anche (4 (#om))(x) =0 Vxe€n1(w). Poiché per definizione
dii = (a’é(z? o 7))~ possiamo concludere che dii =0 su . Se ne deduce
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quindi che supp diuC supp #. Per il teorema di Peetre [1], 4 & un operatore
differenziale.

Denotiamo come al solito con T(X) il fibrato tangente di X e sia T(X)|Y
la restrizione di T(X) a Y.

Sia v €C®(Y ; T(X)|Y) un campo vettoriale ==0 e non tangenziale a
YeN, = (a—};>
ov 0<h<f—1
d’ordine /;—1, 1<7 < p.

Scriviamo poi /= (/y, -+, /) e N;= Nz ,---, Nz,).

Se d € Q, restano cosi determinati- gli operatori:

I'operatore differenziale frontiera associato a v su Y;

(@ N C¥(0) > €00 x [T 670 x - CX(Y,)

{i — volte

d:C¥(X) - C=(X)
definiti rispettivamente da:
(d,N;)uz(du;N,lu,w-,ngu), 2 € C*(X)
Jii = du . ueC*(X).

DEFINIZIONE 1. Diremo che J€Q, ¢ in §%' se dim Ker(d,N,) e
dim Ker d sono finite e Ker(d,N) C¢€,.

TEOREMA 1. Per ogni d €Sy’ si ha:

dim Ker 4 — dim Ker (4, N,) = £
201+ ”
dove k= Z<]Z )
7=1 7
Dimostrazione. Se p. & un intero >0 denotiamo con ]; lo spazio vetto-
riale dei p—getti al punto #€ X e con 7 |- Ju (#); l'applicazione lineare canonica
di C*(X) —%]; . In base all'ipotesi che v ==0 e non tangenziale a Y si ha che
Nlju =0 su Y, se e solo se j[j(u);}: o per 1 <7 < p. Ne segue che se
7% € Ker d verifica ]z<”>5 = o0, si ha che la corrispondente = € C; ¢ tale
7 7

che (d,N)u=o0. In base all’ipotesi che Kerd (d,N,) C &, vale anche

; j . Z, 7+, .
l'affermazione inversa. Tenendo conto che dim ]é :( / j) 1</7<p
1 ] j
si ha l'affermazione del Teorema 1.
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